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Die allgemeinsten Differentialgleichungen 
vierter und fünfter Ordnung, welche durch Berüh- 
rungstransformation in die Differentialgleichungen 
der Parabeln und der Kegelschnitte übergeführt 

werden können. 


Von Walter Neumer in Worms. 


Vorbemerkung. 


F. Engel hat die allgemeine Form der Differentialgleichungen 4. und 5. Ordnung an- 
gegeben, welche durch Punkttransformation in die Differentialgleichung 3y’’ y'!Y—5y'"?—= 0 
aller Parabeln und in die Differentialgleichung 9,4’? yY — A45y'' y'y'Y + 40,43 —= 0 
aller Kegelschnitte verwandelt werden können !). Die von ihm benutzte Methode läßt 
sich sinngemäß auf Berührungstransformationen übertragen, sobald man die Definitions- 
gleichungen der allgemeinsten 5-, 6- und 8-gliedrigen Berührungstransformationsgruppen 
kennt, welche mit der projektiven Gruppe eines Linienelementes, der affinen G, und 
der projektiven G, der Ebene ähnlich sind. Diese Definitionsgleichungen sind in einer 
früheren Abhandlung ?) von mir aufgestellt worden. Der daselbst skizzierte Weg zur 
Gewinnung der genannten Differentialgleichungen 4. und 5. Ordnung wird in der 


nachfolgenden Untersuchung nunmehr durchgeführt. 


$ 1. Einleitung. 


1. Dem Rechnen mit Berührungstransformationen (B.T.n) der Ebene angemessen 
ist die Verwendung der folgenden Operationen (Op.n) bezüglich einer Funktion / von 


2, y,y': 


(1) l=ehrmhtybn ol=h=lv; feh-=f, 
mit der Eigenschaft 

(2) Ta Ta = (%9,) (ls bk= 1,2, 3); 
wegen (2) ist es möglich, die Ausübung der partiellen Differentiationen nach , y, y’ 
zu ersetzen durch die Ausführung der Op.n £,, 0, allein. Die Op. fi,,.... (ls - - -, i, = 1,2) 


heißt eine Op. s-ter Stufe; nach (2) ist also /, eine Op. zweiter Stufe zu nennen. Die vier 
Op.n zweiter Stufe fj1 fız Sei; feg Sind voneinander unabhängig; zwischen den Op.n 
3. Stufe bestehen die Beziehungen 


1) F, Engel, F. Schwanhäusser, Bestimmung der Differentialinvarianten von Gruppen der Ebene aus den 

Definitionsgleichungen, Berichte der Sächsischen Akad. d. Wissensch., Math.-physikal. Klasse, 74 (1922), 8. 43—60. 
2) W. Neumer, Die allgemeinste mit der projektiven @, der Ebene ähnliche Gruppe von Berührungstransforma- 

tionen, dieses Journal 173 (1935), 5. 125—109. 

Journal für Mathematik. Bd. 179. Heft 4. 25 
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(3) fıs = Fan fas = Is; 
die sich wegen (2) so schreiben lassen: 
(4) 2fıaı . IE + Jan» 2fgıa Er Fası + Fıae- 


Die Relationen 4. und höherer Stufe gewinnt man schrittweise aufsteigend aus (4) durch 
Ausübung der Op.n 2,, ©, und durch Substitution von f,, fs an die Stelle von /. Die Rela- 
tionen (4) entsprechen den Vertauschbarkeitsrelationen f,, =. /,, = rl = fy, ) 
Wir verwenden in der Folge noch gewisse Op.n der Form 
(9) of=1,=h-—el®, Y, y')T;; 
wobei die Funktion e(x, y, y’) dann näher bestimmt sein wird. Benützen wir ferner 
die Abkürzung 
(6) "+en,y,y)=y) 
dann haben wir folgende Formel für die totale Differentiation nach «: 


rn d ; „ 
(7) A B- 


dx 


unter / ist dabei wieder eine Funktion von &, %, y’ verstanden. 


Wir werden im folgenden ganz allgemein f für E schreiben, auch wenn / noch von 


2 ZA 


y",y'' usw. abhängt. 

2. Die allgemeinste mit der projektiven G, der Ebene ähnliche Gruppe von B.T.n 
— wir wollen sie mit 9, bezeichnen — ist vollständig charakterisiert durch zwei ge- 
wöhnliche Differentialgleichungen (Diffgl.n) 2. O., die sie als größte Gruppe gestatten, 
indem sie in einer bestimmten Beziehung zueinander stehen. Sind nämlich diese beiden 
Difigl.n dargestellt durch 


(8) y'+ole, Y; y)=0, y" + iz, Y; y)=0, 
dann bestehen zwischen den Funktionen &, 8 bei Verwendung der Bezeichnungen 
Te in . PR 
(9) o=ß—a#+0, 0 = EEE 2W&5, & = ION: — Kg, 


N\=%+% +0, M= N,+ 4— 9 + 803) 
die beiden Beziehungen ®) 
M.+ 63 +, M +3: A=0, 

Nya — 20M, + 2(2%g3 + 3033) — 3(®@A)z + aA, + 485) — 0, M = 0. 

Diese Beziehungen sind auch hinreichend, damit die Diffgl.n (8) eine 4, gestatten. Bei 
Verwandlung der 9,(x, 8) in die projektive 9, gehen die Diffgl.n (8) über in y’’= 0, 
y’ = oo oder in y’=&, y’'=(. Die Relationen (10) sind demnach auch notwendig 
und hinreichend dafür, daß zwei Diffgl.n (8) durch B.T. in y’’ = 0, y’’ = oo übergeführt 
werden können. Da die Diffgl.n (8) bezüglich der 4,(&, ß) = %9s(ß, &) völlig gleichbe- 
rechtigt sind, müssen die Relationen (10) bei Vertauschung von x, ß im ganzen reprodu- 
ziert werden. Deuten wir die Vertauschung von «, ß in einer Größe (F) durch einen 
Stern (F*) an, dann sind also die Relationen (10) gleichbedeutend mit den folgenden (es ist 


o* = — ©, und für %* schreiben wir bequemer ß): 
Mz +6ß, + B,M*+ 3ß, N* =, 
N* + 20M* + 2(2ß,, — 39,,) + 3©A*), + B(A* + 4ß,) + ©8,M*=0. 


3) L. Gasiorowski, Über die Definitionsgleichungen der endlichen kontinuierlichen Gruppen von Berührungs- 
transformationen in der Ebene, Dissertation Gießen = Prace matematyezno-fizyezne 26 (1914), S. 135—202; daselbst 
ist von den Op.n Ö,, ©, zum ersten Male in der Literatur Gebrauch gemacht. 

*) A.a. 0. ?), Formeln (95) und (96); die Formeln (9) und (10) des Textes sind etwas einfacher geschrieben. 


(10) 


(10*) 
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Die projektive %,, d.h. die 9,(0, oo) wird reproduziert durch die &®# dualistischen 
Transformationen (Trf.n), welche die beiden Diffgl.n y”’ = 0, y’ = oo — die Diflfgl.n 
der Geraden und der Punkte 5) — miteinander vertauschen. Zu jeder 4,(x, ß) gibt es 
folglich auch &® B.T.n, welche die Diffgl.n (8) untereinander vertauschen und die 
9,(x, ß) selber ungeändert lassen; wir wollen sie die in bezug auf die 9,(x, 8) dualistischen 
B.T.n nennen. Dann läßt sich das dualistische Prinzip von der projektiven 4, sofort 
auf die allgemeine $,(x, 8) übertragen ®). 

Aus der Forderung der Invarianz der Diffgl.n (8) findet man sogleich die Defini- 
tionsgleichungen (Defgl.n) für die charakteristische Funktion (ch. Fu.) U(x, y, y') 
der allgemeinen infinitesimalen B.T. (inf. B.T.) der 9,(x, ß): 

(11) Uat sl. + U =0, Upt+PBl;+PU=0. 

3. In der projektiven 6, sind zwei Scharen von je oo? gleichberechtigten sechs- 
gliedrigen Untergruppen G, enthalten. Die G, der einen Schar werden vertreten durch 
die affine G,; sie stellen somit jeweils die größte Untergruppe der proj. 9, dar, bei der eine 
bestimmte Gerade invariant bleibt. Die G, der andern Schar hingegen sind zu denen 
der ersten dualistisch; sie lassen je einen Punkt in Ruhe. Demnach sind auch in der allge- 
meinen 9,(x, ß) zwei bezüglich der 9,(x, ß) dualistische Scharen von je oo? gleichbe- 
rechtigten Untergruppen vom Typus 9, (so wollen wir die mit der affinen G, der Ebene 
ähnlichen B.T.s-Gruppen bezeichnen) enthalten. Bezeichnen wir ferner mit @,,C, die 
Integralkurven der Diffgl.n (8), dann läßt — e- der 4,(x, 8) entweder eine Kurve 6, 
oder eine E; in Ruhe; unter 9,(x, $) bzw. 9,(ß, x) wollen wir eine 9, mit invarianter C, 
bzw. @, verstehen. Die Defgl.n einer 9,(x, "B) bestehen aus den Gleichungen (11) und 
einer Gleichung 3. Stufe der Form ?) 


(12) UPR + MM: + AU: Yan 3» U, — )U= 0, 
wo 4 die Diffgl.n 


(12’) (a) m = — 12 — KA — 0, 
(b) As, = — Al, + 043 — a): + (IN — A) ee ıM — X935 
) —_— — 139 
Aa = — I30Alg, + aA, — 0ER + (0x — 05) 4° 


u: (93 2 X9 Br 2 oA)A r 6 (oM vs: 2(N, 2 x3)) 
befriedigt. Vermöge (10) ist das System (12’) unbeschränkt integrabel und liefert oo? 
Lösungen 4 ®), von denen jede eine durch (11) und (12) definierte 9,(x, , 4) und folglich 
auch eine Kurve @,(/) bestimmt. 
Ganz UROEHEREEEE wird durch die Gleichungen (11) im Verein mit der Gleichung 


(13) U + uU,, — uU, — U ‚—-uU=0, 


worin u den aus (12’) durch Vertauschung von A a u, & und ß hervorgehenden Diffgl.n 


(13’) a) m=— W"— Pen— Ps 
(b) | Map = — Ma — ou? — Bu? + (3A*— Bao) — 4 M*— Pan, 
Hay = Io jpg + Pu — ou — (OB + ©,)u 


+ (3 oA*— 8, + Ba) — 4 (@M* 4 2(AF + B3)) 
genügt, eine 9,(ß, x, ) definiert, welche die Kurve @,(z) in Ruhe läßt. Das System 
(13’) besitzt wieder oo® Lösungen u. 

Die Durchschnittsgruppe zweier 9,(x, ß, 4), 9(sß, x, «), d.h. die dureh (11), ( 
definierte ww Untergruppe der %,(&, ß), welche die Kurven 6&,(2), C,(u 


) und (15) 


12 
) Invariant 





5) A. a. 0. 2), 8.129. 
6) A.a.0. ?), 86, 1. 
?) A.a.0. 2), $5, 8. 
8) A.a.0. ?), Theorem 1. 
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läßt, ist nun fünfgliedrig oder viergliedrig, je nachdem @,(?) und @;(u) sich berühren 
oder nicht®). Die Berührungsbedingung dieser beiden Kurven besteht in der Relation °) 


(14) m a— lm +Aun+ 2) +RR— Bu + t(AM*—N)=0; 
die oo! Kurven @;(u) bzw. C,(/), die eine gegebene Kurve @,(}) bzw. C;(u) berühren, 
werden bestimmt durch die Diffgl.n (13’a) und (14) für « bzw. (12’a) und (14) für A. 
Die fünfgliedrigen Gruppen, die durch ein System (11), (12) und (13) mit der 
Relation (14) definiert werden, bezeichnen wir mit 9,, genauer 


9;,(%, ß, 4, 4) vun GP, X, HM, 4); 


jede 6, ist in bezug auf die 4,, der sie angehört, zu sich selbst dualistisch; sie ist ähn- 
lich mit der projektiven Gruppe eines Linienelementes, z. B. mit der Gruppe 





f ) 0 


In jeder 9, sind oo? Gruppen 9, enthalten, jede 9, enthält oo! Gruppen 4,. 

4. Die Gruppe (15) besitzt eine invariante Diffgl. 3. O., nämlich y"’ = 0; das 
ist die Diffgl. aller Parabeln, die durch den unendlich fernen Punkt der y-Achse 
gehen. Denken wir uns die Gruppe (15) in eine allgemeine 9,(x, , A, «) transformiert, 
dann muß der Diffgl. y’’’ = 0 eine invariante Diffgl. 3. ©. — die wir mit D, bezeichnen — 
entsprechen, welche ©? Kurven definiert mit der Eigenschaft, daß sie die Kurven 6,(}), 
&,(#) in ihrem Berührungspunkte berühren. Natürlich sind die oo? Integralkurven der 
D, zugleich Integralkurven derjenigen Diffgl. 5. O©., die aus der Diffgl. der Kegelschnitte 
bei Transformation der projektiven 9, in die allgemeine 9,(x, $) hervorgeht; diese Diffgl. 
soll mit D, bezeichnet werden, ihre Integralkurven mit $,;. 

Die D, einer 9,(x, ß, A, u) besitzt nun die Form 1°) 


Bu d ee " dd vä Be 
(16) dx y" +8 u dx yYy er 0 ); 

worin die Größe » bis auf einen konstanten Faktor durch die Diffgl.n 
(16) - = 3/1— ws, - = — 3u — oß 


bestimmt wird. 
Bei Verwendung der leicht zu bestätigenden Formel 


df 


(17) Zu“ oyl, ul) 


liefert Ausrechnung von (16) sogleich die Diflgl. 

(18) IL?’ = 3+30u0(2y, + wy,) =, 
wo 

18’) u = ayyy, 2a te a)" re 

In der Diffgl. (18) kommen bei gegebenen «a, 8 noch drei willkürliche Konstanten, 
und zwar in den Verbindungen /, u vor. Indessen bestimmen diese oo% Diffgl.n (18) nicht 
00% sondern nur © Integralkurven, nämlich die 0° Kurven $t,;, welche durch die D, 
der %9,(x, 8) definiert werden. Daher muß es möglich sein, durch zweimalige Differen- 


tiatıion von (18) die drei in (18) enthaltenen Konstanten zu eliminieren und zu einer nur 
noch von a, 8 abhängigen Diffgl. 5. O. zu gelangen, die dann nichts anderes ist als die 


») A.a.0. 2), $6, 2 bis 4. 
10) A.a.0. 2), $6, 5. 
11) Vgl. Formel (6). 
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D, der 9,(&, $ß). Oder anders ausgedrückt: Durch zweimalige Differentiation von (18) 
müssen sich A, u vermöge (12’), (13) und (14) so eliminieren lassen, daß eine nur von 
&, ß abhängige Diffgl. 5. ©. herauskommt, der alle Integralkurven $t,,; aller Diffgl.n 
(18) genügen. 


$2. Herleitung der Diffgl.n 2, und 2,. 

1. Man sieht ohne weiteres, daß durch einmalige Differentiation von (18) z.B. 
die Größe „ mittels (13’a) und (14) entfernt werden kann, so daß man zu einer Diffgl. 
4.0. D, gelangt, die (außer von &, ß noch) von / abhängt und die bei gegebenem # von 
allen Integralkurven aller oo! Diffgl.n (18) befriedigt wird. Diese Integralkurven sind 
natürlich die ©* Kurven $t,;, welche die Kurve @,(4) berühren; die Schar dieser o01 
Kurven $,,; kann mithin durch B.T. in die Schar aller Parabeln übergeführt werden, 
die gegenüber der affinen G, invariant bleibt. Unsere D, gestattet also die %,(x, ß, 4) 
und ist somit deren invariante Difigl. 4. O. 


Schreibt man die Diffgl. (18) für den Augenblick in der Form 
(19) 2+3(Av+ w)=0 (u= wyw, v= oy,w), 
dann liefert totale Differentiation von (19) nach x mit Benutzung von (7) füre=x 
bzw. e= ß 
2 + 3[v(4, + Ay) + A+ ulu, + y5) + nu] = 0; 
setzt man hierin für A,, z, ihre Werte aus (12’a), (13’a) und für 1, seinen Wert aus (14) 


ein und ersetzt man, nachdem dies geschehen, x durch den aus (19) stammenden Aus- 
druck 


ri yY 
19’ ee ee 


so gelangt man nach einer kleinen Rechnung mit Rücksicht z. B. auf die Identität 


(20) 0 = w(&x + ß) 
zu der gewünschten D;: 

ar "a — 2ru(oy,z + 3%w) + 307 y,u(Dy, — 1) + 62,0 == Q, 

(21) Z= w3— 42(2+ 9) + 3w2(4 A— A*)w — olayy) + B,yl))- 
Die Diffgl. (21) stellt also die allgemeinste Difjgl. 4.0. vor, welche durch B.T. in die Difigl. 
der Parabeln verwandelt werden kann. 

Da der Koeffizient von y'!Y in (21) gleich &(y’’ + a)(y’’ + ß) ist und der Ausdruck 
L“ als ganze rationale Funktion von y, TR y“ offenbar nicht weiter in Faktoren 
zerlegt werden kann, sind die Größen a, 8 aus der vorgelegten Diffgl. (21) eindeutig 
bestimmbar. Dann läßt sich, wie man leicht überblickt, auch die Größe A, und zwar in 
ihrer Unsymmetrie gegenüber den Größen x, ß, bestimmen. Eine D, gestattet also nur 
eine G,, und daraus ist zu schließen, daß diese 9, zugleich die größte von der D, gestaltete 
Gruppe sein muß. 

Vertauscht man in (21) «x mit £ und ersetzt man / durch «, so erhält man die in- 
variante D, der 9,(ß, &, u) (es ist 2* = z): 


m nm 2uw(oy,z — 3Buw”) + 30 y,u(oy, +1) — 6u,w = (0, 
(22) Z#+=- — ww — 12(2— 9%) + 3w2(1( A— A*)w + (X, Y, + B,yV))- 


2. Differenzieren wir die Diffgl. (21) total nach x, ersetzen die Op.n A,, Asa, Aza 
durch die Ausdrücke (12’) und entfernen dann noch A, vermöge (21), so haben wir 
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zum Schluß eine Diffgl. 5. O., die wir auf die Form 

(23) yY + Riy", u, y'Y; A) = 0 
bringen können, wo R eine rationale Funktion ihrer Argumente bedeutet, deren Koeffi- 
zienten aus x, ß und ihren Op.n aufgebaut sind. Der Diffgl. (23) genügen alle Integral- 
kurven von (21); diese befriedigen jedoch auch noch die invariante D, der 9,(x, ß), 
die wir uns in der Form 

(23’) yY 4 R(y", y", y'Y) ai 0 
zu denken haben, wo die Koeffizienten der rationalen Funktion R’ ebenfalls aus «, ß. 
und ihren Op.n gebildet sind. Folglich erfüllen die oo* Integralkurven von (21) auch die 
Diffgl. 

(24) Riy",y",yY; a) — R'ly",y",yY)=0. 
Das kann nur so geschehen, daß (24) entweder mit (21) gleichbedeutend ist oder die 
Form 0 = O0 besitzt. Die erste Möglichkeit scheidet aus, denn in (24) kommt 7, gar nicht 
vor. Also muß R=R’ sein, d.h. A darf in R nur scheinbar auftreten, muß vielmehr in 
Wahrheit aus R herausfallen. Die — von 4 freie — Diffgl. (23) repräsentiert somit die 
gesuchte D,. Dieser Umstand erleichtert die Berechnung der D, ganz ungemein. 

Wir finden nämlich aus (21) wegen (12’) für Z“” einen Ausdruck der Form 

(235) 19 = A — 2u’(a— Mo + 60Ay,w)), + BA+ BP +B FR, 
wo A, B, B’, B” von A frei sind. Der Ausdruck 

(26) L9 — wL9 ı 1(2 — 9b + 602y,w)L” \ 
der A, nicht mehr enthält, muß demnach, gleich Null gesetzt, die gesuchte D, liefern, 
d.h. auch A muß aus L” verschwunden sein. Bei der Ausrechnung von L®’ in (26) 
brauchen wir daher nur die von vornherein von 4 freien Glieder zu berücksichtigen, d.h. 
es wird 

(26) L® = wA + 4z — M)Z. 
Setzen wir in (26°) den leicht zu bestimmenden Ausdruck für A ein, so gelangen wir 
zu der folgenden Form für die gesuchte D,: 
[9 u + 1(2— M)Z + 200,4, w2 

+ w(@M — UN, + %,))y, — N, + 280, — %,)] = 0. 


Die Diffgl. (27) ist demnach die allgemeinste Diffgl. 5. O., die sich in die Difjgl. der Kegel- 
schnitte durch eine geeignete B.T. überführen läßt. 

Da der Ausdruck L“’ die Form w’y‘ -+ - - - besitzt, und da die Diffgl.n y’ + x = 0 
und y’ + ß = 0 bezüglich der 9,(x, $) und folglich auch bezüglich deren D, völlig gleich- 
berechtigt sind, muß L® in &, ß symmetrisch sein. Ferner ergibt sich sofort, daß bei 
gegebener Diffgl. (27) die Größen «, 8 eindeutig bestimmt sind, d.h. daß eine D, nur 
eine 9, gestattet, die dann zugleich die größte von ihr überhaupt gestattete Gruppe ist, welche 
von ınf. Trf.n erzeugt wird. 


(27) 


$3. Die Differentialinvarianten der Gruppen 9;, 9% und 9%"). 
1. Bezeichnet u die einer inf. B.T. mit der ch. Fu. U entsprechende Variation, 


öl 
dann gilt die leicht zu bestätigende Formel 


() . . 7} . . 
(28) Tell Nr run (= 3,4,...), 





12) Die Entwicklungen dieses Paragraphen sind orientiert an dem Verfahren von F. Engel in seiner unter !) 
zitierten Schrift, 








w ee & WR 
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wo die Punkte Glieder mit y@-»,..., y’’ andeuten. Ist ferner 
(29) D“” u. F + F(x, Y; y, u y») —=0 
öD" öy”  ÖF 


eine gegenüber der inf. B.T. U invariante Diffgl. i-ter O., dann muß ur "ua 
vermöge D“’ — 0 verschwinden, und daraus folgt 
öD" ! 
(29’) z*- (Us+ i—1)U, + iUay’) D" (3,4... 


Bedeuten nunmehr L®, L®, L® wieder die linken Seiten der Difigl.n (18), (21), 
(27), so gilt wegen L’ = w"”y" + ...(i=3,4,5) 


s 5 ; | ie E* 


en a u; ae \. 
(30) dw (Ue+lti—1)Uyz + 1iUgy ) 5 


Die Variation 2 bezieht sich dabei jeweils auf die inf. Trf.n der Gruppen der Diffgl.n 


L?=0. | 
Man bestätigt ferner durch eine leichte Rechnung unter Berücksichtigung von (11), 
daß 
dw ® . am „Mn 
(31) FY] = — (Upt+ Uyt+2Ugy )u; 
die Operation . bezieht sich dabei auf die inf. Trf.n der 6,(x, 5). Schließlich gilt ganz 
allgemein 
(32) > = (Uy,+ Ugy)de. 
Bedeuten nun A,B,... solche Ausdrücke, für welche die Quotienten 
1 0A ‚1 6öB 
or Aa De 


von A, B,... unabhängig werden, dann wird wegen 


(33) z (A'’B...)=(aA’+bB+---)A'B... 


1 fe . a. 
auch VB... (A"B’...) von A"B’... unabhängig. 


Die Formel (33) gibt ein Mittel in die Hand, aus den Größen L’i=3,4,5), 
w und dx Differentialinvarianten (Diffinv.n) zu konstruieren. So findet man, daß die 
Ausdrücke 


(3) 1 OF 
(34) a) — e eo, MM u -de, 9) —- er dx 


W iw W 


in dieser Reihenfolge invariante Bogenelemente (B.El.e) der Gruppen %9,(x, ß, 7, u), 
G(&, ß, A), 9s(&, B) vorstellen, während die Größen 


4 > 
L‘ ) 76 u L ) 


a_ 1” _4L 
(25) u zu je»: 


die niedrigsten Diffinv.n der 9,(x, ß, A, u), 9,(x, ß, A) repräsentieren. Die höheren Diffinv.n 
der Gruppen $, und 9, bekommt man durch invariante Differentiation von I® und I” 
mit Hilfe der B.El.e o@) und 0. 
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2. Die niedrigste Diffinv.e der Gruppe $,(&, ß) ist von 7. O. Sie ist zugleich Diffinv.e 
aller Gruppen %,(x, ß, A) und muß sich daher aus drei Diffinv.n 5., 6. und 7. ©. der 


G,(&, ß, A) zusammensetzen lassen. Um dies durchzuführen, leiten wir aus /® neue 
Diffinv.n der 9,(x, , A) her, und zwar durch invariante Differentiation mittels o®). 
So gewinnen wir zunächst die Diffinv.e 
. 2 
da) 3u d IM mw 06 (5 
7 (47 Bi = ————- er (3 L®L® Pu YyL® ji I), 
5 93 de 5053 19? 
die wegen (26) auch so geschrieben werden kann: 
L? 2u1® er. 
Id Jr 


lassen wir den Summanden 3 weg, so erhalten wir durch Multiplikation des übrigblei- 


3— (2 — Mm + boiy', w) 


benden Ausdruckes mit — /®5 die folgende Diffinv.e 6. O.: 
612) Ayz w iv = Yun LP) Z— Ow 








AR 6) _wL _ | NR En eh 
(36) MW + 794 y 76: 70} ; 
Jetzt bilden wir aus (36) die Diffinv.e 7.0. 
(37) 9 — 1... al” . 
1®4 dx ’ 


. 7 . . 5) 2 . ’ . 
subtrahieren wir von /“ die Diffinv.e Z””#3, so erhalten wir nach einer kleinen 


Rechnung den folgenden von 4, freien Ausdruck: 
; Be n. FE e- I „IV er 
ie Miliuiennen... Sndillpee.. Seele. eh 


L® N L® 2 L® 1 L®3 





(38) 19 — 19-5 — 


Addieren wir endlich zu (38) die Diffinv.e = I®*_ so fällt A heraus, und wir bekommen 


die folgende Diffinv.e 7. ©. der 9,(x, ß): 
wW A 0 Z+ 6wasyy uw? 


m ” 1 10 „2 
a _ a, A eo: _ UM 2 
ta 2 


Aus der durch (39) gegebenen niedrigsten Diffinv.e J“ der G,(x, ß) können wir durch inva- 
riante Differentation mittels des B.Eles 0%) alle höheren Diffinv.n ableiten. 


re 0: 
Da der Koeffizient von y“’ in J"” gleich ng also symmetrisch in «, ß ist, muß 
+) 3 
auch J“ selber in x, ß symmetrisch sein. 
Man überzeugt sich ferner unschwer davon, daß aus o 
Größen «, ß, }, u, desgleichen aus 0” wie aus /® die Größen «, ß, A und schließlich 


aus 0°” wie aus J“ die Größen &, ß eindeutig entnommen werden können. Daraus 
schließt man, daß die größten von inf. Trf.n erzeugten Gruppen, welche die B.El.e 


o”, 0”, 0“ bzgl. die Funktionen I”, I®, J” invariant lassen, die Gruppen 
9%, ß, A, u), Ilm B, A), Isla, PB) 


© sowohl wie aus I” die 


sind. 


$ 4. Einige Grenzübergänge. 
1. Lassen wir in den vorstehend entwickelten invarianten Gebilden die Größe ß 
gegen Unendlich streben, so erhalten wir die allgemeinsten Gebilde, die durch Punkt-Trf. 





u Zu zu 
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(P.T.) aus den ihnen bei der proj. 9, entsprechenden hervorgehen. Mit den Diffgl.n 
(21) und (27) wollen wir diesen Grenzübergang jetzt vornehmen. 

Ist bezüglich der Difigl.n (8) die Funktion $ = ©, dann nehmen die Relationen 
(10) (wegen &© = 0) die Form an: 
(40) 6033 + Op2an — AOaza + R2(a222 — AX23) + 382205 — 0, 
Ogoaa = 0; 
diese Relationen charakterisieren die Diffgl.n y’”’ + a(zx, y, y’) = 0, die durch P.T. in 
y' = 0 verwandelt werden können. Aus (40) folgt, daß a die Form 


(41) & = My’ + 3Ly'®— 3Ry’— N 
hat, wo die nur von z, y abhängigen Größen L,M,N,R die folgenden Relationen be- 
friedigen "): 
L.:— N, + 2Ry,— 3R(L, + 2R,) + N(2M,;—3L,) -- MN,—3LN,=0, 
Ryy — M,. + 2L,,— 3L(R, + 2L,) + M(2N,— 3R,) + NM,—3RM, —0. 
Die Defgl.n (11) werden für $ = zu 

(43) Ua tal, + U =0, U2=0; 
(43) definiert die 9,(x, oo), d. h. die größte Gruppe von P.T.n, der gegenüber die Diffgl. 
y’+&=0 invariant ist. Schreiben wir wie üblich U = y’&(z, y) — n(x, y), dann 
folgen aus (43) für &, n die Defgl.n (x hat den Wert (41)) "*): 


(42) 


N,, — an, — 3A, +An, — NE —Nn =d, 

(44) ln —£, —3Rt, — or, +6Ln, — SR, _- 3R =, 
28,, u + ÖRE, —3Mn, — 3Ln, —3LE — 3Ln = (0, 
E 4 ME, _— 3LE, — 2Mn, — ME — Mn —(. 


Durch die Gleichungen (43) und (12) endlich wird die allgemeine Gruppe $,(x, ©, /) 
definiert, d.h. die allgemeinste durch P.T. mit der affinen 9, ähnliche Gruppe. Die 
Difigl.n (12) für A werden in der Grenze ß = o zu 


Aa = — AM — AA— Os, 
(45) aa = — Alg — a2 — a — 402, 
Ag = — 10. 
Nach (45) besitzt A die Gestalt 
(46) 1= — My® + (m—3L)y' +r, 
wo die von x, y abhängenden Größen m,r folgenden Difigl.n genügen ®°): 
(47) m, = —mr+2L,+ R,+ MN, m,=—m?:+ 3Lm — Mr + M; + 3MR, 
„= —mr+2R,+L,+MN, nrn=—r+3Rr -—Nm+N, +3NL. 


Setzt man U = y’&— nin (12) ein, so bekommt man mit Rücksicht auf (41) und (46) 
zu (44) noch zwei neue Gleichungen für £, »„, die zu (44) hinzugenommen das System 
von Defgl.n der allgemeinsten mit der affinen 6, der Ebene durch P.T. ähnlichen Gruppe 
liefern ): 


12) N a. 0. 2), Formeln (72); daselbst ist Z, Rstatt 3L, 3R geschrieben. Die Relationen (42) des Textes wurden 
zuerst aufgestellt von A. G. Hall in seiner Dissertation: Bestimmung der Definitionsgleic hungen aller endlichen kon- 
tinuierlichen Gruppen von Punkttransformationen der Ebene (Leipzig 1902), S. 19. 

14) A,a.0. 2), Formeln (36); die Defgl.n (44) des Textes sind zuerst von F. Engel angegeben worden in seiner 
Habilitationsschrift: Über die Definitionsgleichungen der kontinuierlichen Transformationsgruppen, Math. Annalen 27 
(1886), S. 1—57. 

15) A.a.0.*), Formeln (71); daselbst steht 43, 0, für m, r. 

16) Die Defgl.n (48) mit den Relationen (47) finden sich zuerst — in etwas anderer Form — in der Habilitations- 
schrift von F. Engel !*); vgl. auch a. a. O.!), Formeln (1) bis (3) und (15) bis (17) sowie (2°), (3°). Die dortigen Größen 
ß, e entsprechen den Größen m, r des Textes. 
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E,=(2r—3R)E, — NE, + 2mn, +@, —- 3% +@ — SRnf 
Fi (r —3R)&E,+ Mn, + mn, + m + mn, 
(48) &, = M:: + 38, +2Mn, +M£ + Mn; 
ON 27, — Mn, + (2m — 3L)n, + (2m, — 3L,)E + (2m, —3L )ı 
ya Tr, +, + 3L)n, +r£ +r,n 
n,, = 2NE, +3Rn, Ai, +NE + N n- 


2. Um den Grenzübergang ß — oo in der D, mit der Gleichung (21) zu vollziehen, 
setzen wir zunächst 8 = b = const. und lassen dann b — oo streben. Das ist erlaubt, 
da die Relationen (10) für 8 = bimmer noch durch o0* Funktionen «a(z, 4, y’) befriedigt 
werden können und sie bei dem speziellen Grenzübergang 8 = b — oo dieselben Relationen 
(40) für x liefern wie bei dem allgemeinen Grenzübergang $ >. Für $ = b > © wird 
nun ß=(, A* = — a, ferner 

v=y', 2=Y' +20,y,, 


PR 7 


49 “ ” ‘ 9 [ZB 
(4 ) a y’y — By — 3a,y' y ja.y'® + (2%, — 34, da zad)y'’*. 


Die Diffgl. (21) reduziert sich also in der Grenze ß = oo auf 
(50) Z— 2iy,2—3Ry, +64, =, 


worin zund Z die Ausdrücke in (49) bedeuten. 

Setzt man in (50) für x, A ihre Ausdrücke (41), (46) ein, so bekommt man an Stelle 
von (50) folgenden nicht eben kurzen Ausdruck für die Diffgl. allgemeinster Art, welche 
durch P.T. in die Difigl. der Parabeln verwandelt werden kann: | 

ya — 3° + 3My?—ALy’ +5R)y/y, + 3y\° (3My’+ L) 

+ 3yY? [— 3M2y"* + (MH, ar 3 + (12MR—5L?+2M +L ,) y'® 
e) + ($LR-+AMN z 4L,+ R,)y +4LN —2R®—2R, + N,] 

+ 2(my' + r)(— y”’y\ +3 (— My’*—Ly’ + 2R) y'’?) + 6my'’—3(my’ + r)?y?—=0. 
Die vorstehende Diffgl. — die invariante D, der 9, mit den Gleichungen (48) — ist 
(bis auf die andere Buchstabenbezeichnung) dieselbe, die von F. Engel Et worden 


7 - - (my' +r) 


mittels (47) sowie von m mittels (51) — wobei dann my’ +r von selbst herausfällt — 
hat Engel die allgemeine D, hergeleitet, die sich durch P.T. in die Diffgl. der Kegel- 
schnitte überführen läßt 17). Wir können diese D, ebenfalls für # = oo aus (27) gewinnen: 


(52) y"Z + a,y/ — 34) Z + 20,4"? (y + 20,4’) — (20,4 + 20,, + ET m 


Durch Einsetzen au Ausdruckes (41) für x muß sich aus (52) die von Engel gefundene 
Form der D, der 4,(x, oo) herstellen lassen; wegen der Umständlichkeit der dazu nötigen 
Rechnungen verzichten wir jedoch darauf. 


ist 17), Durch totale Differentiation von (51) und Elimination von 


3. Zum Schluß möge noch kurz auf den Grenzübergang $ — © in der durch (22) 
dargestellten D, eingegangen werden; wir erhalten dadurch die allgemeinste Diffgl., die 
sich durch P.T. in die Diffgl. der o0* Kegelschnitte durch einen gegebenen Punkt, z. B. 


den Nullpunkt, transformieren läßt. Setzt man in (13) « = — ßu’ und läßt dann 8 > 
streben, so erhält man mit Rücksicht auf die zweite Relation (11) die Gleichung 
(53) Un — WU, ml, +Wmd,— wU=0; 


man, 1), 8,53 und 54. 
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die Größe u’ befriedigt dabei die Relationen ') 


! er 2 
MM, ER 
! ! li ' ’ 
BER u", = —u u +au°?—a,u° + 4a,,u —1ix,,., 
(33 ) 2 u 3 Bi f , ! ” 2 13 pa ri ‚2 
#7 ua, + &,u, — au” + (aa, — a) u 
’ j 
+ (205, — Ka — 30%) u — A209 — Az) +4 AN992, 


die aus (13’) durch den Grenzübergang 8 — © gewonnen werden können (auch durch 
den speziellen Grenzübergang $ = b > oo). Das System (43) und (53) definiert dann die 
allgemeine 9,(0, x, u’). Mit Berücksichtigung der aus (13’a) folgenden Beziehung 

(54) A, =— u + bu” (#? =b = const.) 


erhalten wir aus (22) durch den speziellen Grenzübergang $ = b > © die gewünschte 
invariante D, der allgemeinen 9,(, x, u’): 


AS ;,; ‚19 FE [ZA 9 19 
3} _—— 4 ne ®F N 3 I FERN ) ei 2 ‘ 2 ee 2% y4 
(55) Ya I I 3rY I 7 3%,,Y, u: ( 3, 7 2x, 3 x,) Y, 
2 „,.M „ u 
a. 2y, (u (Y, son NY, ) un Ou,Yy, ) 0. 
Für ’ findet sich nach (53’) der Wert 


, 1 


56 = — 
en KT Ehe 





und %k erfüllt die Diffgl.n 
kk,=k, + Mk? — 3Lk® —3Rk + N, 
(57) Klar = iE — URk—N)k, + (2. + R, + MN)K + (3R,— N,—3LN)k 
— (N, +3NR)k + N*. 


. u . 0) . . ’ 1 = 
Vertauscht man in (57) Z und A, M und \, 3 und ag? endlich k mit k = 50 erhält 


man ein gleichwertiges System. Die Diffgl. y’ + k(x, y) = 0 definiert übrigens die &! 
Kurven €, durch den invarianten Punkt C.(’) der 9, (©, a, u'). 
Auf eine nähere Ausrechnung der Diffgl. (55) durch Einsetzen der Ausdrücke (41) 


und (56) für x und «’ wollen wir nicht weiter eingehen. 


18) A.a.O. 2), Formeln (171). 


Eingegangen 1. März 1938. 


26* 
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Dimensionstheorie in Stellenringen'). 


Von Wolfgang Krull ın Erlangen. 


Unter einem Stellenring verstehe ich im folgenden einen kommutativen, nicht not- 
wendig nullteilerfreien Ring R mit Einheitselement, der der Maximalbedingung (dem 
Noetherschen ‚Teilerkettensatz‘‘) genügt, und in dem die Menge nt aller Nichteinheiten 
ein Ideal bildet, das dann das einzige maximale Primideal von ®R darstellt. Jeder null- 
teilerfreie Ring, für den die Maximalbedingung gilt, ist Durchschnitt von (nullteilerfreien) 
Stellenringen, und man kann infolgedessen die Betrachtung eines beliebigen Ringes mit 
Maximalbedingung in vielen Fällen auf die Betrachtung geeigneter Stellenringe zurück- 
führen. — Für einen Stellenring R gilt stets der 

Durchsehnittssatz. Der Durchschnitt Am’ aller Potenzen des maximalen Primideals m 
ıst gleich dem Nullideal ?). 

Es sei nun (&,,...,%,) eine Basis von nt, S ein volles Restsystem von # modulo m, 
also ein Repräsentantensystem des Restklassenkörpers R/m; dann kann man jedes Ele- 
ment y aus R formal auf mindestens eine Weise in eine Potenzreihe in &,,.. ., %, mit 
Koeffizienten aus S entwickeln, und der Durchschnittssatz zeigt, daß y durch Angabe 
einer einzigen zugehörigen Entwicklung eindeutig bestimmt ist. Ein Stellenring ist also 
formal etwas ähnliches wie ein Potenzreihenring in endlich vielen Varıabeln mit Körper- 
koeffizienten oder, genauer ausgedrückt, wie ein Restklassenring eines solchen Potenz- 
reihenrings. Es soll gezeigt werden, daß hinter dieser äußerlichen Ähnlichkeit tiefere 
Zusammenhänge stecken. 

Nicht übertragbar ist allerdings derjenige Teil der Potenzreihentheorie, zu dessen 
Aufbau man den Weierstraßschen Vorbereitungssatz notwendig braucht. Denn in all- 
gemeinen Stellenringen gibt es zu diesem Satz kein Gegenstück. Aber E. Lasker ?) hat 
eine Anzahl bemerkenswerter Potenzreihensätze aufgestellt, bei deren Beweis man gar- 
nicht die vollen Reihenentwicklungen, sondern nur das Rechnen mit ihren Anfangsgliedern 
sowie ein einfaches Konvergenzprinzip braucht, und die Übertragung der Laskerschen 
Sätze auf beliebige Stellenringe gelingt, weil dort der Durchschnittssatz dasselbe leistet 
wie im Spezialfall das Konvergenzprinzip. Dabei arbeiten wir in Übereinstimmung mit 
dem Laskerschen Vorbild nicht mit den formalen Reihenentwicklungen der Ringelemente, 
die oben nur zur Verdeutlichung des Grundgedankens besprochen wurden. 


!) In einer gleichbetitelten Note in den Sitz.Ber. der Erlanger Phys.-Med. Sozietät (Bd. 67, S. 320—323) 
habe ich schon 1936 die Hauptsätze 8 und 11 der vorliegenden Arbeit mit einer kurzen Beweisskizze mitgeteilt. In 
der Bezeichnungsweise schließe ich mich an meinen ‚‚Idealbericht‘‘ (Idealtheorie, Ergebnisse d. Math. u. ihrer Grenzgeb., 
Bd. 4, Heft 3 (1935)) an. Ober- bzw. Unterideal bedeutet also soviel wie Idealteiler bzw. Idealvielfaches; mit a + b 
bzw. ar b wird die Summe (der größte gemeinschaftliche Teiler) bzw. der Durchschnitt (das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache) der Ideale a und b bezeichnet; ist a Oberideal von b, so wird a>b, b=a geschrieben, wobei 
das Gleichheitszeichen nur dann wegbleibt, wenn a und b sicher verschieden sind. 

2) Vgl. hierzu: W. Krull, Primidealketten in allgemeinen Ringbereichen, Sitz. Ber. der Heidelberger Akad. 
der Wiss. 1928, 7. Abhandl. Vgl. ferner Idealbericht, Nr. 15. 

3) E. Lasker, Zur Theorie der Moduln und Ideale, Math. Annalen 60 (1905), S. 20—116; Abschnitt III. 
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Wir definieren vielmehr im Stellenring NR mit Hilfe einer festen Minimalbasis 
(&%, -  :,%n) des maximalen Primideals m den Begriff der Anfangsform eines Elementes a 
so, daß die Anfangsformen homogene Polynome (Formen) im Polynomring B=Kfx#,,..., ] 
über dem Restklassenkörper K = R/ım werden. Besitzt jedes Ringelement nur eine einzige 
Anfangsform, so heißt der Stellenring N ein p-Reihenring. Alle p-Reihenringe sind /nte- 
gritätsbereiche und im Noetherschen Sinne „ganz abgeschlossen“. — Ist a ein Ideal aus dem 
beliebigen Stellenring Rt, so bildet die Menge der Anfangsformen aller Elemente von a 
ein Formenideal ?) a in ®%, das als das Leitideal von a bezeichnet wird. Das erste Ziel 
der vorliegenden Arbeit ist der Beweis der folgenden Hauptsätze: 


Ein Ideal a im Stellenring R besitzt stets dieselbe Dimension wie sein Leitideal a im 
Polynomring ®. 


In einem p-Reihenring Rt ist bei einem beliebigen Primideal p die Summe von Dimension 
und Dimensionsdefekt stets gleich der Gliederzahl n einer Minimalbasis des maximalen 
Primideals m. 


Dabei sind die Begriffe „Dimension“ und „Dimensionsdefekt‘ im Sinne der Ideal- 
theorie mit Hilfe von Primoberideal- bzw. Primunteridealketten zu definieren 5). — Der 
Beweis des ersten Hauptsatzes zerfällt in zwei Teile: Daß die Dimension von a nicht 
kleiner ist als die von a, zeigt man durch Übertragung und weitgehende Verallgemeinerung 
gewisser einfacher Laskerscher Potenzreihenrechnungen; daß sie umgekehrt auch nicht 
größer sein kann, ergibt sich aus dem Durchschnittssatz, aber nicht unmittelbar, sondern 
erst mit Hilfe von gewissen tieferliegenden Folgerungen, die sich schon in der in Anm. ?) 
zitierten Arbeit finden *). — Beim Beweis des zweiten Hauptsatzes stützt man sich auf 
einen bekannten Lasker-Macaulayschen Satz über ‚ungemischte“ Polynomideale. 


Der Begriff des p-Reihenringes ist als die richtige abstrakte Verallgemeinerung des 
Begrifles eines Potenzreihenringes mit Körperkoeffizienten anzusehen, während die übrigen 
Stellenringe den Restklassenringen der Potenzreihenringe entsprechen. Fragt man nun 
nach denjenigen Stellen- und p-Reihenringen, die dieselbe Vollständigkeitseigenschaft be- 
sitzen wie der Ring aller formalen Potenzreihen in z,,..., 2%. über einem Körper K, 
so kommt man zwanglos zu folgender Begriffsbildung: Der Stellenring X mit dem ınaxi- 
malen Primideal ım soll perfekt heißen, wenn ein unendliches Kongruenzensystem x = a;(m') 
nach allen Potenzen von m in R stets lösbar ist, falls nur jedes endliche Teilsystem da- 
selbst eine Lösung hat’). Mit wohlbekannten Überlegungen zeigt man mühelos, daß 
jeder beliebige Stellenring R in eine bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte perfekte 
Hülle R* eingebaut werden kann, und aus dem Durchschnittssatz folgt sofort: Line 
lineare Gleichung ag = 412, + + Ay2. mit Koeffizienten a; aus N, die in R* lösbar 
ist, besitzt stets auch in N eine Lösung. Dieser abstrakte Satz gestattet überraschende An- 
wendungen. Man beachte z. B., daß für N der Ring aller konvergenten, für R* der Ring 
aller formalen Potenzreihen in x,,.. ., &„ mit beliebigen komplexen Koeffizienten ge- 
wählt werden kann). 


Was das genauere Aussehen der perfekten Stellenringe und insbesondere der perfekten 
p-Reihenringe angeht, so zeigt man mühelos mit klassischen Henselschen Überlegungen®): 


4) Also ein Formensystem mit den üblichen Idealeigenschaften, wobei nur bei der Addition gefordert werden 
muß, daß die einzelnen Formensummanden alle denselben Grad besitzen. 

5) Vgl. zu diesen Definitionen Nr. 3 des Textes. 

6) Eine kurze Neuableitung dieser Folgerungen findet sich in Nr. 8 des Textes. 

?) Diese Definition ist natürlich der Perfektheitsdefinition der Bewertungstheorie nachgebildet. 

8) Vgl. den Schluß von Nr. 7 des Textes. 

®) Es handelt sich um ein Konstruktionsverfahren, das bereits in Hensels ‚Theorie der algebraischen Zahlen“ 
(Leipzig 1908) eine Hauptrolle spielt. 
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Ein perfekter p-Reihenring R*, dessen Restklassenkörper K= R*/m* die Charak- 
teristik O besitzt, ist stets isomorph zum Ring aller formalen Potenzreihen in endlich vielen 
Variabeln &,,.. -, &n über K. 

Für einen perfekten diskreten Bewertungsring D* gelten nach Hasse und Schmidt 1°) 
entsprechende Struktursätze auch dann, wenn R*/m* Primzahlcharakteristik besitzt. Die 
Übertragung dieser weit tieferliegenden Sätze ist nun allerdings nicht ohne weiteres 
durchführbar; aber es zeigt sich wenigstens die Möglichkeit, die Menge aller perfekten 
p-Reihenringe auf wenige einfache Typen zurückzuführen und darüber hinaus einen 
Überblick über die Gesamtheit aller perfekten Stellenringe zu gewinnen. Gleichzeitig 
liefert die Bewertungstheorie die Richtlinien, nach denen diese wichtigen „konstruktiven“ 
Aufgaben anzupacken wären #). 

Die Brauchbarkeit der Begriffe Anfangsform und Leitideal ist nicht auf den Fall 
der Stellenringe beschränkt. Es sei etwa P ein beliebiger Integritätsbereich mit Maximal- 
bedingung, R bedeute den Ring aller formalen Potenzreihen in &,,..., &„ über P. Dann 


0 


besitzt jede Reihe A(x) aus R eine eindeutig bestimmte Entwicklung A(x) = 2 9,(2) 


mit @,(2) #0 nach homogenen Polynomen steigenden Grades in &,,...,2,, und es 
liegt auf der Hand, die Form (x) aus dem Polynomring ® = P[x,,...,2,] als An- 
fangsform von A(x) zu bezeichnen '). In der Tat zeigt sich, daß für die mit Hilfe dieser 
„natürlichen“ Anfangsformen definierten Leitideale der gleiche Hauptsatz gilt wie oben 
bei den Stellenringen: 

Ein Ideal a aus R besitzt stets dieselbe Dimension wie sein zugehöriges Leitideal a in ®. 


Spezialisiert man ferner den Koeffizientenring P, wählt man insbesondere für P 
einen Ring vom Typus der ganzen rationalen Zahlen oder vom Typus der Hauptordnung 
eines endlichen algebraischen Zahlkörpers, so erhält man schärfere Sätze, die für das 
scheinbar ganz aus dem Rahmen unserer Betrachtungen fallende Teilbarkeitsproblem der 
ganzzahligen Potenzreihen von entscheidender Bedeutung sind ??). 


1. Der Durchschnittssatz. 

Satz 1. /n einem Stellenring R ist der Durchschnitt n aller Potenzen des maximalen 
Primideals m stets gleich dem Nullideal ?). 

In der Tat, stellt man, was wegen der Maximalbedingung sicher möglich ıst, n 
und n - m jeweils als Durchschnitt von endlich vielen Primäridealen dar, so sieht man 
sofort, daß sich n- m von n nur durch eine zu m gehörige Primärkomponente q unter- 
scheiden kann, n-m=nng. Wegen der Maximalbedingung ist aber me<q für 
hinreichend großes o; es wird also erst recht n<q und damit n- m = m. — Es sei nun 


N=(n],...,7,); dann gilt wegen n-m=n ein Gleichungssystem n; = & munz 
(.=1,...,r) mit Koeffizienten m; aus m, und daraus folgt weiter 
(d) - (n,..,%r) = (d)- n= (0), 


10) H. Hasse, F. K. Schmidt, Die Struktur diskret bewerteter Körper, dieses Journal 170 (1933), 5. 4—63. 
11) Vgl. Nr. 7 des Textes. (Keine Beweise, aber genaue Beschreibung der Richtlinien, nach denen vorzu- 
gehen wäre.) 

12) In dieser Weise wird die Anfangsform auch bei Lasker definiert. Lasker beschränkt sich allerdings auf 
Potenzreihen mit Körperkoeffizienten, so daß er nicht über den Fall der Stellenringe hinauskommt. In einem allge- 
meineren Fall hat wohl zuerst I. Schur den Begriff der Anfangsform und des Leitideals benützt: Zur Arithmetik der 
Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten, Math. Zeitschrift 12 (1922), S. 9°—113. 

13) Zum Zusammenhang mit dem Teilbarkeitsproblem vgl. meine Note: Beiträge zur Arithmetik kommu- 
tativer Integritätsbereiche. V. Potenzreihenringe, Math. Zeitschrift 43 (1938), S. 768-782. 
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falls d die Determinante 
i für ı = ') 
0 für i+tk 
bedeutet. d ist aber ein nicht zu m gehöriges Element und damit eine Einheit aus ®. 
Wir haben also (()= NR, R-n=n= (0). 
Satz 2. /st im Stellenring R das Element a für jedes o in a + me enthalten, so gehört a 
zu Q. 


| mir — Öix ; = 1,..,75 0a -| 


Zum Beweis hat man nur zu beachten: Gleichzeitig mit R ist auch R— N/a ein 
Stellenring, und zwar ist m = m/a das maximale Primideal von R. Bedeutet ferner 0 
bzw. @ die durch 0 bzw. a erzeugte Restklasse aus R, so hat man @< me für jedes o 


und damit @=0, a<a nach Satz 1. — Aus Satz 2 folgt insbesondere: Bilden in R 
die Elemente a,,..., a, modulo jeder Potenz von m eine Basis von a, ist also 


a+ m? = (a,,...,4a,) + m® 


für jedes o, so ist a = (a,,.. .,a,). — Ist a in N modulo jeder Potenz von m durch b 
teilbar, gilt also für jedes o eine Gleichung «= bc, + d, mit zu me gehörigem d,, 
so ist a in AR durch b teilbar, a=b:c. 


2. Anfangsformen und Leitideale; »-Reihenringe. 


Es sei R wie in Nr.1 ein Stellenring mit dem maximalen Primideal m, und es bedeute 
(X, --.,%,) eine feste, minimale (d.h. aus möglichst wenig Elementen bestehende) 
Basıs von m. Mit K möge der Restklassenkörper R/m, mit ® der Polynomring in n 
Variabeln x,,..., 2„ über K bezeichnet werden. — Ist nun a irgendein von OÖ verschie- 
denes Element aus R, so kann a nach Satz 1 nicht in allen Potenzen von m enthalten sein, 
und daraus schließt man mühelos: 

Für mindestens ein o kann man eine homogene Form $(x,,.. .,%„) vom Grade o 
IN X,» -,&, mit nicht durchweg zu m gehörigen Koeffizienten c; aus WR so bestimmen, 
daß die Kongruenz a = 9 (x,...,%.) (met!) gilt 14). 

Ersetzt man in 9(x],.. .,&%) die a; durch die Variabeln x; und die Koeffizienten c; 
durch die zugehörigen Restklassen c; aus K, so entsteht eine von 0 verschiedene Form 
Pl&,...,2n) aus P, die als eine Anfangsform von a bezeichnet werden soll. — Dem 
Nullelement von R rechnen wir in jedem Fall die Anfangsform 0 zu. Es kann aber auch 
sein, daß das Nullelement von O0 verschiedene Anfangsformen besitzt im gleichen Sinne, 
wie wir soeben den Begriff der Anfangsform bei einem Element a =+ 0 eingeführt haben "°). 
Man erkennt ohne Schwierigkeit: 

Hat in R das Nullelement nur die Anfangsform 0, so besitzt jedes Element von R nur 
eine einzige Anfangsform. 

Wir wollen in diesem besonderen Falle N aus einem erst später klar werdenden 
Grunde kurz als p-Reihenring bezeichnen. 

Aus der Definition der Anfangsform folgt unmittelbar: Ist 9(x) eine Anfangsform 
von a, 9(x) eine solche von b, so ist 9(x) - y(zx) eine solche von a - b. Haben ferner %(z) 
und Y9(x) denselben Grad op, so wird $(x) + y(x) eine Anfangsform von a + b; ist da- 
gegen etwa der Grad von $(x) kleiner als der von y(x), so stellt Y(x) eine Anfangsiorm 
von a +b dar. Aus diesen Bemerkungen ergibt sich weiter: Ist a ein beliebiges Ideal 


, . a . . ® . o+1ly;, 
14) Der größte derartire Exponent o ist dadurch gekennzeichnet, daß a zwar in m®, aber nicht in m“ liegt. 
15) Eine Form %(z,,...,2„) vom Grade o ist dann und nur dann Anfangsform des Nullelements, wenn die 


. . . i : o+ ] 
R-Elemente p(%,,...,%„), aus denen sie nach der im Text beschriebenen Methode erzeugt werden kann, zu m 


gehören. 








208 Krull, Dimensionstheorie in Stellenringen. 


aus R, so bildet die Menge aller der Formen 9(x), die Anfangsformen von Elementen aus a 
sind, ın ® ein Formenideal a *). — Wir wollen a kurz als das Leitideal von a bezeichnen. 
Für die Leitideale gelten die folgenden, fast selbstverständlichen Formeln: 








(1) a>b, wenn a>b. 
(2) a+b>ä+b. 
(3) änb>arnb>a-b>ä-.b. 


Satz3. Ist a Unterideal von b undä = b, so ist stets a = b. 

Zum Beweis von Satz 3 hat man in Anbetracht von Satz 1 nur zu zeigen: Ist b 
ein beliebiges Element von b, so gehört b für jedes oe zua-+ me. — Induktionsschluß! 
Man beweise unter der Voraussetzung b <a + me die Zugehörigkeit von 5b zua + met!! 
b=a-+ m bedeutet die Existenz eines a<a, für ds b—a=c<m®e. Ist nun 
sogar e< me+!, so ist b<a + met! bereits bewiesen. Gehört aber c nicht zu met!, 
so besitzt c sicher eine Anfangsform 9(x) vom Grade o (vgl. Anm. %)). Ausc=b—ac<b 


und a = b folgt nun die Existenz eines Elementes a’ aus a mit der Anfangsform (x), 
und aus der Definition der Anfangsform ergibt sich sofort: 


ce— a <met!, b—(a+a)<met!, b<a+ met!, 


Fertig! — Satz 3 läßt sich offenbar auch folgendermaßen aussprechen: 

Bilden die Anfangsformen g,(x) der Elemente a, aus a (i=1,...,r) eine Basis 
von a, hat man also a = (Y,(%),..., 9,(x2)), so bilden die Elemente a, selbst eine Basıs 
von a, es wird also a = (a,,...,4,). 

Satz 4. Ist das Leitideal b von b prim zum Leitideal a von a, so ist auch b primn zu a. 

In der Tat, es sei etwa c=a:b. Dann ist c>2a,b-c<a, und damit auch c >a, 
b-c<ä. Wegen ä:b =ä folgt daraus aber c=ä und damit c= a nach Satz 3. 


Satz5. Ist das Leitideal a von a ein zum= (%,,..., X.) gehöriges Primärideal, 
so ist a selbst ein zu m gehöriges Primärideal '°). 


Zum Beweis bestimme man o so, daß m?’<a wird, und wähle die Elemente a; 
mit den Anfangsformen 9,(2) ((=1,...,r) in a so, daß die Gleichung 


m’= (Yıl8), ... 9,(%)) 
gilt. Für a’= (a,,...,a,) hat man dann a’<m®, a’= m, und daraus folgt 
a’ = me nach Satz 3. Es enthält also a eine Potenz von m, und wegen der Maximaleigen- 
schaft von m muß unter diesen Umständen a ein zu m gehöriges Primärideal sein. 


Ist a ein Ideal, das der Gleichung a + m? = m genügt, so wird, wie mühelos zu 
sehen, a = m), und damit a = m nach Satz 3. Mit Hilfe dieser Bemerkung zeigt man 


weiter 18): 
r 
Es sei (£,,- - ., ß,) eine beliebige Basis von m, und es sei ß; =< ea fli = i,...,8) 


eine Darstellung der Elemente £,; durch die Elemente «, der den bisherigen Betrachtun- 
gen zugrunde liegenden Minimalbasis (x,,...,&,). Versteht man dann unter c;, jeweils 
die durch .das Element c;, in K erzeugte Restklasse, so hat die Matrix || c || 


16) Diesen Satz bewies Lasker im Potenzreihenfall durch Konvergenzbetrachtungen. Der Beweis des Textes 
zeigt, in welcher Weise der Durchschnittssatz 1 ein Konvergenzprinzip ersetzt. 

17) Ist etwa x, Anfangsform vona +b(a<a,b<m?), so muß x, auch Anfangsform von a sein, weil b min- 
destens eine Anfangsform von höherem als erstem Grade besitzt. 

18) Zu den folgenden Betrachtungen vgl. die Rechnungen bei W. Schmeidler, Zur Theorie der primären Punkt- 
moduln, Math. Annalen 79 (1918) S. 56—75; W. Krull, Algebraische Theorie der Ringe. II, Math. Annalen 91 (1924) 
S. 1-46. — In den genannten Arbeiten ersetzt die (natürlich viel schärfere) Voraussetzung, daß eine Potenz von m 
gleich dem Nullideal werden soll, den Durchschnittssatz 1 bzw. den Leitidealsatz 3. 
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((=1,..,s; k=1,...,r) genau den Rang r, und es wird m = (B»--.,ß,), falls 
man die Numerierung so wählt, daß die Determinante |%.| (,k—=1,...,r) von 0 
verschieden ausfällt. Eine Basis von ım, in der kein Element einfach weggelassen werden 
kann, ist also stets eine Minimalbasis von der Gliederzahl r. 

Würde man die Anfangsformen der Elemente und die Leitideale der Ideale von R 
statt mit Hilfe der bisher benutzten Minimalbasis (x,,...,x,) mit Hilfe irgendeiner 


; 
andern Minimalbasis (ß,,..., ß,) berechnen (ß; = = Biel... url EN, 


so würde das nichts anderes bedeuten, als einen Übergang zu neuen Variabeln mit Hilfe 
der linearen homogenen Transformation y, — P: „2, (t=1,...,r) im Polynomring ®. 
Diese Bemerkung zeigt, daß alle unsere Definitionen und Sätze unabhängig sind von der 
speziellen Wahl der zur Einführung von Anfangsformen und Leitidealen benutzten Minimal- 
basıs; wir können und wollen uns daher durchweg auf das Arbeiten mit der festen Minimal- 
basis (x,,...,%.) beschränken. 

Zum Schluß der Nummer einige Bemerkungen über p-Reihenringe. Aus der Tat- 
sache, daß im p-Reihenring N das Produkt der Anfangsform von a mit der Anfangsform 
von b stets gleich der Anfangsform von a - b ist, und aus der Nullteilerfreiheit des Formen- 
rings ® folgt sofort: 

kın p-Reihenring ist stets ein Integritätsbereich. 

Bezeichnet man ferner im p-Reihenring N den Grad der Anfangsform von a kurz 
als den Anfangsgrad von a, so hat man den Satz, daß der Anfangsgrad des Produktes 
immer gleich der Summe der Anfangsgrade der Faktoren ist, und man sieht, daß der 
Anfangsgrad o von a dadurch gekennzeichnet ist, daß a zwar noch zu m°, aber nicht 
mehr zu m?*! gehört. 

Wesentlich wichtiger als diese selbstverständlichen Bemerkungen ist 

Satz 6. Ein p-Reihenring R ist immer in seinem Quotientenkörper it ganz abgeschlossen. 
p 
q 
zu beweisen, daß p in R durch g teilbar ist, und zu diesem Zweck brauchen wir nach den 
Zusatzbemerkungen zu Satz 2 nur zu zeigen, daß aus der Teilbarkeit von p durch q 
modulo m? die Teilbarkeit von p durch g modulo me*+! folgt. — Ist p< (q) -- me, so 
gibt esin Rein g’, für das p — gg’ = r< me wird, und es hängt gleichzeitig mit z auch 


Es sei x = —- (pundgin‘?R) ein von AR ganz abhängiges Element aus X. Wir haben 


’ 


r ' ’ 
a’ =n—g' =-- von NW ganz ab. Man kann daher ein a +0 in Rt so bestimmen, daß 
q 
a-’* für jedes ganze positive n zu N gehört, daß also stets a - r" durch g* teilbar ist. 
Geht man nun von den Elementen a, r,q zu ihren Anfangsformen »(r), p(), y(:) über, 
so muß »(x) - 9(x)" immer durch Y(x)” teilbar sein, und daraus folgt in ® die Teilbarkeit 
von $9(x) durch Y(x), es wird also $(x) = y(x) - (x). Ist g’”’ ein Element aus X mit der 
Anfangsform %(x), so haben r und gg’’ die gleiche Anfangsform, und es liegt infolgedessen 
. . . „ , 
wegen r< me das Element s= r— gg’ sicher in met!, d.h. esistp= gl +4”) +8 
modulo m°+! durch g teilbar. Fertig! 


3. Die Dimensionssätze. 


Dem Primideal p aus dem beliebigen Ringe R schreiben wir die Dimension (den 
Dimensionsdefekt) u zu, wenn es in AR mindestens eine (z + 1)-gliedrige, aber keine 
(„+ 2)-gliedrige Primoberidealkette p<p,<p;<-- (Primunteridealkette p>p,>P2> +») 
gibt. Von einem beliebigen Ideal a sagen wir, es habe die Dimension z, wenn unter den 
Primoberidealen von a mindestens eine die Dimension ,, kein einziges aber eine Dimen- 
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sion v > u oder überhaupt keine endliche Dimension besitzt. Diese Definitionen werden 
durch ihre Brauchbarkeit in der Theorie der Polynom- und Potenzreihenringe gerecht- 
fertigt ??). 

Für einen Stellenring gilt offenbar der Satz: 

Hat das maximale Primideal m des Stellenrings R den endlichen Dimensionsdefekt v, 
so haben alle Primideale von R endliche Dimensionen und endliche Dimensionsdefekte mit 
der oberen Schranke v. 

Zum Beweis hat man nur zu beachten, daß jede Primoberidealkette ‚umgedreht‘ 
eine Primunteridealkette liefert, und daß aus einer «-gliedrigen, mit p + m beginnenden 
Primunteridealkette stets durch ‚Vorschaltung‘‘ von m eine (u + 1)-gliedrige, mit m 
beginnende Primunteridealkette abgeleitet werden kann. 


Von grundlegender Bedeutung für die Dimensionstheorie in Stellenringen sind die 
folgenden beiden Hauptsätze: 

Satz?7. In einem beliebigen Stellenring R hat das maximale Primideal m stets einen 
endlichen Dimensionsdefekt v, und zwar ist v höchstens gleich r, falls sichr Elemente a,,... ., a; 
so bestimmen lassen, daß (a,,...,a,) ein zu m gehöriges Primärideal wird. 

Satz 8. Die Dimension eines beliebigen Ideals a aus dem Stellenring R ist stets gleich 
der Dimension des zugehörigen Leitideals a. 

Den Beweis für Satz 7 habe ich bereits früher an anderer Stelle erbracht ?); ich 
werde ihn aber, um in der vorliegenden Arbeit keine Lücke zu lassen, in Nr. 7 nochmals 
kurz darstellen. 

Es sei nun a ein beliebiges Ideal aus dem Stellenring AR von der Dimension uw, 
und es bedeute « die Dimension des zugehörigen Leitideals a. Dann kann man jedenfalls 
in ® die homogenen Formen 9,(%),..., 9,(2) so bestimmen, daß 


g=a+r (Pyılz),-.. Pal) 

nulldimensional und damit ein zu m gehöriges Primärideal wird. Wählt man 
ferner in N die Elemente a, so, daß jeweils 9,(x) eine Anfangsform von a, darstellt 
((=1,..., +), so wird das Leitideal b von:b =a-+ (a,,...,a;) ein Oberideal von q, 
und damit ein zu m gehöriges Primärideal, nach Satz5 muß also b ein zu m gehöriges Primär- 
ideal sein. D.h. aber: Im Restklassenring R/a gibt es ein zum maximalen Primideal m/a 
gehöriges Primärideal mit u-gliedriger Basis (nämlich b/a), und es kann infolgedessen m/a 
nach Satz 7 in R/a höchstens den Dimensionsdefekt u besitzen. Daraus ergibt sich für 
die Dimension « von a die Ungleichung u S u, denn ein beliebiges Primoberideal p 
von a hat in R offenbar genau dieselbe Dimension wie das Primideal p/a in R/a, und die 
Dimension von p/a kann nach einer oben gemachten Bemerkung niemals größer sein als 
der Dimensionsdefekt von m/a. 


Beim Beweis, daß auch umgekehrt u 2 u sein muß, stützen wir uns auf den folgen- 
den Hilfssatz, dessen Beweis in Nr. 4 im Rahmen allgemeinerer Leitidealuntersuchungen 
nachgetragen werden soll: 


19, Vgl. z.B. W. Krull, Beiträge zur Arithmetik kommutativer Integritätsbereiche. III. Zum Dimensions- 
begriff der Idealtheorie, Math. Zeitschrift 42 (1937), S. 745°—766. Die dort in Nr. 4 und 5 aufgestellten Sätze gelten, 
wie mühelos zu sehen, auch für den Bereich aller Formenideale des Polynomrings ®. (Die Betrachtung von Formen- 
idealen ist ja gleichwertig mit der Betrachtung von gewöhnlichen Polynomidealen unter der einschränkenden Voraus- 
setzung, daß nur solche Ideale zugelassen werden sollen, die eine aus homogenen Formen bestehende Basis besitzen.) 
— Man beachte, daß nach unsern Festsetzungen die maximalen Primideale immer die Dimension O besitzen, auch im 
Formenidealbereich von ®, wo (z,,..., 2„) das einzige maximale Primideal darstellt. — Gibt es für die Gliederzahl 
der mit p beginnenden Primoberidealketten (Primunteridealketten) keine endliche Schranke, so hat man dem Prim- 
ideal p die Dimension (den Dimensionsdefekt) ‚unendlich‘ zuzuschreiben. 
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Zu jedem Ideal c aus R mit positiv-dimensionalem Leitideal ce läßt sich ein Oberideal d 


so bestimmen, daß die Dimension des Leitideals d von d um genau eine Einheit niedriger ist, 
als die Dimension von c. 


Es seien P,,...,%, die sämtlichen minimalen Primoberideale von a. Dann ist 
(Pi -P,)"=a für hinreichend großes s, und daraus folgt nach den Leitidealformeln (1) 
und (3) von Nr.2 sofort (p,---P,)’<a. Es muß daher mindestens eines der Leitideale p,, 
etwa p,, dieselbe Dimension 4 besitzen wie a. Bedeutet ferner a’ ein nach dem Hilfssatz 
sicher vorhandenes Oberideal von p, mit genau (zw — 1)-dimensionalem Leitideal, so 
zeigen die gleichen Schlüsse, wie wir sie soeben auf a anwandten, daß es ein a’ und damit 
auch p, enthaltendes Primideal p} mit genau (z. — 1)-dimensionalem Leitideal geben 
muß. Ist schließlich u — 1 > 0, so kann man durch Wiederholung der bereits gemachten 
Überlegungen die Existenz eines Primoberideals p/’ von p/ mit genau (z# — 2)-dimensio- 
nalem Leitideal nachweisen, usw. D.h. aber: Mindestens ein Primoberideal p, von a 
besitzt mindestens die Dimension «u. Es muß also notwendig u Z u sein, und da a = y 
bereits bewiesen war, hat man, wie in Satz 7 behauptet, u = u. Aus Satz 8 folgt insbe- 
sondere 

Satz 9. Ist im Stellenring R das Primideal p’ echtes Oberideal des Primideals p, so 
ist die Dimension des Leitideals p’ stets kleiner als die Dimension des Leitideals p. — Zwei 
zu verschiedenen Primidealen gehörige Primärideale sind stets gegenseitig prim, wenn ıhre 
Leitideale dieselbe Dimension haben. 

(Beim Beweis des zweiten Teiles von Satz 9 hat man nur zu beachten, daß ein 
Primärideal offenbar stets dieselbe Dimension besitzt wie sein zugehöriges Primideal.) — 
Das Ideal a soll wie üblich ungemischt u-dimensional heißen, wenn a als Durchschnitt 
endlich vieler, durchweg w-dimensionaler Primärideale darstellbar ist. 

Satz 10. Ist im Stellenring R das Leitideal a von a ungemischt u-dimensional, so 
ıst auch a selbst ungemischt u-dimensional. 


In der Tat, esseia=q, nr: nq, irgend eine Durchschnittsdarstellung von a durch 
Primärideale q,, und es sei etwa q, von einer Dimension » < zu. Dann ist nach Satz S 
auch das Leitideal q, »-dimensional und infolgedessen zu dem ungemischt w-dimen- 
sionalen Leitideal @ prim, @:q9,= a. Daraus folgt aber nach Satz 4 von Nr. 2 weiter 


1=0:,=(4,:4,)r nr, .,:)Fhr rg 
die nicht genau w-dimensionalen Primärkomponenten q, können also in der Darstellung 


a=q,n:::mq, einfach weggelassen werden. 


Auf Satz 10 stützt sich ein dritter grundlegender Dimensionssatz, der als wichtige 
Ergänzung neben die beiden Dimensionssätze 7 und 8 tritt: 


Satz 11. /n einem p-Reihenring R hat bei jedem Primideal p die Summe von Dimen- 
sion und Dimensionsdefekt denselben festen Wert, und zwar ist sie gleich der Gliederzahl n 
einer Minimalbasıs des maximalen Primideals m. 


Unmittelbar aus den einschlägigen Definitionen folgt, daß die Summe von Dimen- 
sion und Dimensionsdefekt eines beliebigen Primideals p niemals größer sein kann als 
die Dimension des Nullideals, das ja bei einem p-Reihenring auch zu den Primidealen 
gehört. Andrerseits ergibt sich aus Satz 7, daß die Dimension des Nullideals höchstens 
gleich n ist. Unter diesen Umständen brauchen wir zum Beweise von Satz 11 nur zu 
zeigen: 

Ist p ein Primideal aus R von einer Dimension u <n, so besitzt p stets ein (u + 1)- 


dimensionales Primunterideal. 
27* 
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Hat p die Dimension «in R, so hat nach Satz 8 auch das Leitideal p die Dimension « 
in P=Kf[a,,..., 2], und daraus schließt man leicht: Man kann in p die Formen 9,;(x) 
(= 1,...,n — u—1) so wählen, daß das Ideal (9,(2),.. ., 9;(2)) jeweils genau die 


Dimension n — { besitzt. Es ist dann nach einem bekannten Laskerschen Satz 
(P,(2),...,9;(2)) füri=1,...,n — u—1 stets ungemischt i-dimensional, und daraus 
folgt weiter, daß 9,(x) stets prim zu (9,(2),.. .,9,_,(2)) sein muß ®). — Aus diesen 


Bemerkungen und der Tatsache, daß das Nullideal des p-Reihenrings R das Nullideal 
von ‘% zum Leitideal besitzt, ergibt sich aber, wie im Laufe der Leitidealuntersuchungen 
von Nr. 4 gezeigt werden wird: 
Wählt man in p die Elemente a,...,a, 
form von a; darstellt, so besitzt a = (aı,.. ., @„_„_ı) genau das Leitideal 
a= (PR), ..,9,_,1l®))- 
Nach Satz 10 ist a gleichzeitig mit a ungemischt (z + 1)-dimensional, es hat also jedes 


minimale Primoberideal von a genau die Dimension « + 1. Wegen a<p enthält aber p 
mindestens ein minimales Primoberideal von a. Fertig! 


so, daß 9,(x) jeweils die Anfangs- 


4. Feinere Leitidealsätze. 

Das Hauptziel der folgenden Betrachtungen ist die Ausfüllung der Lücken, die bei 
den Beweisen der Sätze 8 und 11 in Nr. 3 gelassen wurden. Unter dem Anfangsgrad eines 
Elementes a = (0 aus dem Stellenring N verstehen wir den Exponenten o der höchsten 
Potenz des maximalen Primideals m, die a gerade noch enthält, d.h. den gemeinsamen 
Grad aller der Anfangsformen von a, die nicht gleichzeitig Anfangsformen des Null- 
elements sind *). 

Satz 12. /st a eın beliebiges Ideal aus dem Stellenring R, und bedeutet qg ein Element 
aus R, das eine zum Leitideal a prime Anfangsform (x) besitzt, so gilt für das Leitideal 


bvon b=a- (g) die Gleichung 


b=a+(p(2))”). 

Es sei o der Grad von (x) und damit der Anfangsgrad von g. Alle durch einen * 
ausgezeichneten Elemente sollen zu a gehören. — Ein beliebiges Element b aus b hat 
stets die Gestalt b = a* + gr. Ist dabei der Anfangsgrad von b kleiner als o, so ist er 
offenbar gleich dem Anfangsgrad von a*, und es haben b und a* genau dieselben, durch- 
weg zu a gehörigen Anfangsformen. Wir brauchen daher nur noch den Fall zu unter- 
suchen, daß der Anfangsgrad von a* + g-rgleicho + o mit 0 20 ıst. 

Hilfsbehauptung. Ist a* +g-r<met’(u 0), so gibt es stets ein r* derart, daß 
r— r*< m“ wird. 

Für » = 0 ist die Hilfsbehauptung selbstverständlich. Bei ihrem Beweise für u > 0 
dürfen wir daher ihre Richtigkeit für » — 1 voraussetzen, d.h. wir dürfen annehmen, 
daß eine Gleichung r = t* + s mit s< m! gilt, falls a* + g- r< me+“ und damit erst 
recht a* +9. r< me*”-! ist. Für 5* = a* + g-1* haben wir dann 


b* +g-s<metr, b*< metr-!, 


Unter diesen Umständen besitzt aber s bzw. b* eine Anfangsform y(z) bzw. 7(z2) vom 


20, Ein schr einfacher Beweis des Laskerschen Ungemischtheitssatzes findet sich in B.L. van der Waerden, 
Moderne Algebra 2 (Berlin 1931), $ 9%. 

2!) Im Spezialfall eines p-Reihenringes deckt sich diese Anfangsgraddefinition mit der Anfangsgraddefinition 
von Nr. 2. 

22) Für gewöhnliche Potenzreihenringe findet sich dieser Satz (sogar in etwas verallgemeinerter Fassung) 
bereits bei Lasker. Der Laskersche Beweis kann unmittelbar auf beliebige p-Beihenringe übertragen werden. Der 
allgemein gültige Beweis des Textes ist aber auch in diesem Spezialfall einfacher. 
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Grade u —1 bzw. o + 2u—1*), und aus b* +g-s< met” folgt, dab 

(2) = 22) + 92) vl) 
eine Anfangsform des Nullelements sein muß. Wir haben also 

plz) ylz) = o(2) — za) <a 
und damit auch y(xz) <a wegen a: (p(2)) = a. Es gibt infolgedessen ein s* mit der 
Anfangsform y(x), und es wird offenbar 
st — sm, r— r*<me für rt =1* + s*. 

Die Hilfsbehauptung ist also für jedes «2 0 richtig; insbesondere gilt sie für u = o, 
falls o + co der Anfangsgrad von a*-+g-r ist. Es sei nun r* so gewählt, daß 
s=r—r*<m° wird. Dann besitzt s bzw. b* = a* + g:r* eine Anfangsform y(x) 
bzw. 7(x2) vom Grade o bzw. op + o, und es wird 

(2) = Z(x) + 92) Ye) 
eine zu + (9(x)) gehörige Anfangsform von a* +g:r=b* +g-s, die nicht gleich- 
zeitig Anfangsform des Nullelements ist. — Damit ist gezeigt, daß 


b<za+(p(z)) 
sein muß #). Da andrerseits jedenfalls b>a + (g(x)) ist (Formel (1) von Nr. 2), haben 
wir b=a+ (g(x)), wie zu beweisen war. 

Die Brauchbarkeit von Satz 12 wird dadurch beeinträchtigt, daß es in ® Formen- 
ideale gibt, zu denen die sämtlichen Formen positiven Grades nicht prim sind, nämlich 
alle und nur die Formenideale, die eine zum= (#,,...,2„) gehörige Primärkomponente 
besitzen. Wir werden daher Satz 12 noch verschärfen. Dabei bedienen wir uns der fol- 
genden Abkürzung: 

Ist a ein beliebiges Ideal, 7 = (x) eine beliebige Form aus ®, so soll a; das Ideal 
aller der Formen bezeichnen, die durch Multiplikation mit geeigneten Potenzen von 7 
ın Elemente von a verwandelt werden können. a; ist in Noetherscher Bezeichnungsweise 
ein „isoliertes Komponentenideal“ von a. Kennt man eine Primärkomponentenzerlegung 

=4,n+++nq,, so erhält man a, einfach dadurch, daß man in der gegebenen Zer- 
legung alle die Primärkomponenten q, wegläßt, die eine Potenz von T enthalten ®). 
Eine beliebige Form $(z) ist zu a; offenbar dann und nur dann prim, wenn aus 
(2) y(z) <a stets y(z) T(z)’ <a für hinreichend großes e folgt. — Die in Frage stehende 
Verallgemeinerung von Satz 12 lautet nun: 

Satz 13. Es sei a ein beliebiges Ideal aus R, T = T(x) eine beliebige Form aus B; 
bedeutet dann q irgendein Element aus R, das eine zu a; prime Anfangsform p(.x) besitzt, 
so gılt für das Leitideal b von b= a-+- (g) stets die Gleichung 

b. — (a + (Fle))).- 

Der Beweis wird nach genau den gleichen Richtlinien geführt wie der Beweis von 
Satz 12. Wir können uns daher darauf beschränken, diejenigen Stellen hervorzuheben, 
an denen die früheren Überlegungen verschärft werden müssen. Es sei x der Anfangsgrad 
von t(z), während o wie früher den Anfangsgrad von (x) bedeuten soll. e sei irgend- 
ein Element aus A mit der Anfangsform T(x). — Wie bei der früheren Hilfsbehauptung 
sei a* + g-r< met” („> 0), und es werde diesmal vorausgesetzt, daß für hinreichend 


23) Möglicherweise ist eine dieser Anfangsformen gleich Null zu setzen, z. B. dann, wenn s einen Anfangsgrad 


v > n—1 besitzt. 

#4) Man beachte: Enthält a + (Y(z)) eine Anfangsform y(r) von b, die nicht gleichzeitig Anfangsform des 
Nullelements ist, so enthält a + (Y(x)) auch alle übrigen Anfangsformen von b, weil diese letzteren entweder selbst 
Anfangsformen des Nullelements sind oder sich von y(z) nur um Anfangsformen des Nullelements unterscheiden, 

2», Zum Begriff des isolierten Komponentenideals vgl. z. B. Idealbericht, Nr. 6, 








214 Krull, Dimensionstheorie in Stellenringen. 


großes x ein t* so bestimmt werden kann, daß 

e.r=tt + s,s< metn- 
wird. Bezeichnet dann y(x) bzw. %(x) eine Anfangsform von s bzw. @ -a* + g- {* = b* 
vom Grade #7 + u—1 bzw. zz + u+o—1, so wird x(2) + p(z)y(x) wegen 
b* —- g-s< m“*t#te eine Anfangsform des Nullideals, und infolgedessen 


92) ylx)<ü, Ylz)Tlx)‘ <ü für hinreichend großes x’. 
Für = x#-+ x’ gibt es daher ein s* derart, daß st — ce” -s< m’*+=, und man erhält 
schließlich 

e.r— rt < matr (rt = ef .1* + s*). 

Es sei nun o +0 (ce 0) der Anfangsgrad von a* + gr, und es seien A und r* 

so bestimmt, daß &-r— r*<m’*te, Dann hat 
*-(a* +g-r)=(d-a*+g-r*)+g-(r—r*) 
eine zu @ + (P(x)) gehörige Anfangsform »(x) vom Grade Ar + o-+ o. Bedeutet andrer- 
seits z(x) eine Anfangsform von a* +g-r vom Grade o+o, so muß auch x)’ -%(x) 
eine Anfangsform von *- (a* + gr) sein, es wird also (x) — T(x)’ - (x) eine Anfangsform 
des Nullelements, und daraus folgt sofort 
72)‘ 2) <& + (9(2)), Üx) <(ä+ (9R))),- 

Aus Satz 13 folgt leicht der in Nr. 3 bei Satz 8 unbewiesen benutzte Hilfssatz,. und 
zwar ın verschärfter Fassung: 

Es sei a ein Ideal aus R mit u-dimensionalem Leitideal ä(u> 1). Ist dann a irgend- 
eın Element, das eine Anfangsform $(x) besitzt, die in keinem zu Q gehörigen ”°), von m 
verschiedenen Primideal vorkommt, so hat das Leitideal b von b = a + (a) genau die Dimen- 
sion u—1. 

In der Tat, aus der Theorie der Polynomringe folgt sofort, daß jedenfalls @a+(p(z))=c 
genau (4. — 1)-dimensional ist ®”). Gehört nun m selbst nicht zu A, so ist p(x) unter 
unsern Voraussetzungen zu A prim, und man hat nach Satz 12 unmittelbar b = c. Gehört 
aber m zu ä, so bestimme man T = T(x) so, daß T(x) in keinem zu A oder c gehörigen, 
von m verschiedenen Primideal vorkommt. Dann ist einerseits $(x) zu @; prim, es wird 
also nach Satz 14 sicher b; = c; und damit b< <;; andrerseits hat €; ebenso wie € selbst 
die Dimension u. — 1, weil jedes zu € gehörige, von m verschiedene Primideal, und damit 
insbesondere jedes genau (z. — 1)-dimensionale Primoberideal von t auch zu c, gehören 
muß. 

Auch die bei Satz 11 gelassene Beweislücke kann jetzt mühelos ausgefüllt werden. 
Es sei p ein „-dimensionales Primideal im p-Reihenring R, wobei nur der Fallu <n —2 
zu berücksichtigen ist, falls n die Dimension des Nullideals bedeutet. Ist nun a, #0 
ein beliebiges Element aus p mit der Anfangsform 9,(x), so wird wegen der eindeutigen 


Bestimmtheit der Anfangsform sicher (a,) == (9,(2)) und damit ungemischt (rn — 1)- 
dimensional. Man wähle nun weiter a, in p so, daß die Anfangsform 9,(x) von a, in 
keinem der endlich vielen (rn — 1)-dimensionalen Primoberideale von (9,(2)) vorkommt. 
Eine derartige Wahl ist sicher möglich, weil # ebenso wie p die Dimension u <n—2 
besitzt und mithin in keinem (n — 1)-dimensionalen Primideal enthalten sein kann. 


Wegen der Ungemischtheit von (,(x)) ist 9,(x) zu ($,(2)) = (a,) prim, und aus Satz 12 
folgt somit (a,, a,) = (F,(x), $5(x)). Unter diesen Umständen ist aber (a,, a,) unge- 
mischt (n — 2)-dimensional, und falls u» < n — 3 und damit $ in keinem (n — 2)-dimen- 


| 26) Ein Primideal P heißt bekanntlich ‚zu @ gehörig‘‘, wenn bei einer (und damit bei jeder) unverkürzbaren 
Primärkomponentenzerlegung @=4@, N... d, von ü mindestens eines der Primärideale q, zu pP gehört. 


27) Vgl. hierzu z. B. Nr. 5 der in Anm. !) zitierten Arbeit. 
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sionalen Primideal enthalten sein sollte, ergibt sich durch die gleichen Überlegungen, 
wie sie beim Übergang von (a,) zu (a,, a) benutzt werden, daß in p ein a, mit der Anfangs- 


form 9;(x) existiert, für das (a,, a, 43) = (P,(%), P5(2), 95(x)) ungemischt (n — 3)- 
dimensional wird. Das Verfahren kann offenbar bis zur Bildung eines in p enthaltenen 
Ideals (a,,@s,...,@n_„) mit ungemischt (n — u)-dimensionalem Leitideal 


(Pı(8), P;(2), P,_.(%)) 
fortgesetzt werden, und das ist sogar noch eine Kleinigkeit mehr als wir beim Beweise 
von Satz 11 brauchten. 


5. Formale Potenzreihenentwicklungen. 


Bei den Untersuchungen von Nr. 1—Nr. 4 benutzten wir als einziges rechnerisches 
Hilfsmittel den Begriff der Anfangsform. Zur besseren Veranschaulichung der gewonnenen 
Ergebnisse sollen jetzt noch die bereits in der Einleitung erwähnten Potenzreihenentwick- 
lungen für die Elemente eines beliebigen Stellenringes R eingeführt werden. Wie bisher 
sei (X, - . :,&%,) eine Minimalbasis des maximalen Primideals m von ®t; unter Ä wollen 
wir ein „volles Restsystem von N nach m‘ verstehen, d. h. eine Untermenge von Rt, die 
aus jeder Restklasse von R/m genau einen Repräsentanten enthält. (a) (y,(&), - - -) 
bedeute eine homogene Funktion r-ten (s-ten,....) Grades ın &,, . . ., &„, mit Koeffizienten 
aus Ä. 

Kann man Ä hinsichtlich der Addition und Multiplikation abgeschlossen wählen, 
so stellt Ä einen zu R/m isomorphen Körper dar, und es enthält das System / aller Formen 
p,(&) gleichzeitig mit zwei Formen stets auch ıhr Produkt, sowie bei Gradgleichheit 
ihre Summe. In diesem einfachsten Fall werden wir auf gewöhnliche Potenzreihen kom- 
men, während wir im allgemeinen auf solche Entwicklungen stoßen werden, wie sie in 
der Henselschen Theorie der p-adischen Zahlen (oder auch in der Theorie der diskret 
bewerteten Körper) auftreten. 

Die formell gebildete unendliche Summe 

++ A) <PÜ=01,2,...)) 
soll eine Reihenentwicklung des Elementes a aus WR heißen, wenn für jedes o die 
Kongruenz 
pe (9,(%) + p,(%) t...4 p,(%)) < met! 
gilt. Man sieht dann zunächst sofort: 
Jedes Element a aus R besitzt mindestens eine zugehörige Reihenentwicklung. 


Zum Beweis hat man nur zu zeigen: Sind @ (&), 9,(&), - - -, ,(x) bereits so gewählt, 
daß 
a— (pl) + +p,()) = be mt | 


ist, so gibt es stets ein ,,,(#), für das b—9,,,(ax) < m’*? wird. Wegen b< m’*' 
besitzt aber b mindestens eine Anfangsform 9,,,(2) vom Grade r + 1°); ersetzt man 
in 9,.,(*) die Koeffizientenrestklassen durch die repräsentierenden Elemente aus A, die 
Variabeln x, durch die Basiselemente «, von m, so entsteht eine Form ,,,(x) aus P, 
für die angesichts der Definition der Anfangsform sicher die Kongruenz d —gp,, (a) < m’ *' 


gilt. — Damit ist der Existenzbeweis bereits geführt. Gleichzeitig erkennt man: 
In R gehört dann und nur dann zu jedem Element a genau eine Reihenentwicklung, 

wenn in R jedes Element genau eine Anfangsform besitzt, d. h. wenn R ein p-Reihenring ist. 
Gehört in R zu zwei Elementen a und a’ dieselbe Reihenentwicklung 


Pol) + YPıla) + Pla) + >, 


>) Diese Anfangsform kann hier auch gleich Null sein! 
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= 


so müssen a und a’ modulo jeder Potenz von m kongruent sein, und daraus folgt nach 
Satz 1 sofort a—= a’. Ein Element a aus R ist also durch Angabe irgendeiner zugehörigen 
Entwicklung g9o(&x) + (x) + »-» eindeutig bestimmt, und man kann unbedenklich 
a= 9%) + Yıla) +» 

schreiben. 

Was die Addition und Multiplikation unsrer Reihen angeht, so sieht man unmittel- 
bar: Ist 

a= 908) + Yıla) +, b= yola) + yıla) + >, 
so ist für jedes o stets 
(a +) — (pl) + yo) +) + WE) ++ (PR) + 9,)) < met; 
a-b— (7,(%) 9,0%) - (P,(3)y,(&) - p,(%)y,(&)) t... 
+ (pl) yo) ++) RI) mer. 

Es sei nun zunächst Ä ein Unterkörper von W. Dann gehören, wie bereits bemerkt, 
die Summen 9,(&%) + Y,(x) und die Bilinearformen 9,(x)y,(x) ++ P,(a)y,(a) alle 
zu dem Formensystem P, und es ist infolgedessen 


a+b=(gola) + yola)) + (Fila) + yıla))+ 
bzw. 
ab = ol) yola) + (Pol) yıla) + PR) yolR)) + 

eine Reihenentwicklung von a +b bzw. a-b im oben festgelegten Sinne. Das heißt 
aber: Ist A ein Körper, so kann man mit den von uns eingeführten Entwicklungen 
genau so rechnen wie mit gewöhnlichen Potenzreihen, und es erweist sich der Stellen- 
ring R als homomorph zu einem Unterring TI des Ringes TI* aller formalen Potenzreihen 
inn Variabeln &,,...,% über K”). Ist insbesondere R ein p-Reihenring, so werden 
N und TT sogar isomorph. 

Ist es dagegen unmöglich, für A einen Körper zu wählen, so werden die Summen 
p,(%) + y,(x) bzw. die Bilinearformen 9,(x)y,(&x) + + 9,(&)y,(x) nicht immer 
zu P gehören, und es wird daher (g,(x) + yola)) + (ala) + yıla)) +: bzw. 
9%) Yola) + (Pola) yıla) + Yıla)Yyola)) +» -1.a. keine Reihenentwicklung von a + b 
bzw. a. bin unserem Sinne darstellen. Die Dinge liegen dann genau so wie in dem wohl- 
bekannten Spezialfall der Henselschen p-adischen Zahlen °°). 


6. Perfekte Stellenringe °'). 


Rechnerisch kann man bei allgemeinen Stellen- und p-Reihenringen mit Hilfe der 
in Nr. 5 eingeführten Reihenentwicklungen keine anderen Sätze ableiten als die, die auch 
allein mit Hilfe des Begriffs der Anfangsform gewonnen werden können. Dabei ist das 
Arbeiten mit den Anfangsformen wesentlich bequemer als die Benutzung der ins Unend- 


29) Es ist also R isomorph zu einem Restklassenring TI/o,, wobei a, ein geeignetes Ideal aus TT bedeutet. 

30) Vgl, hierzu für den Fall der Bewertungsringe die neueste Lehrbuchdarstellung: B.L. van der Waerden, 
Moderne Algebra 1, 2. Aufl. (1937); Abschnitt X, insbesondere S. 252/253. 

31) Auch zu Nr.6 vgl. (für die entsprechenden Verhältnisse bei den bewerteten Körpern) Moderne Algebra 1, 
2. Aufl. Abschnitt X. 

S. 254, Aufgabe 4 findet sich übrigens eine Unklarheit, auf die hier kurz hingeweisen werden soll, da die Sache 
an sich von Interesse ist. Es sei X ein p-Reihenring, aber kein diskreter Bewertungsring; $ sei der Quotientenkörper 
von®. Dann erhält man eine diskrete Bewertung B von und damit auch von 8, wenn man jedem R-Element seinen 
Anfangsgrad als Wert zuordnet; der Ring D aller der $}-Elemente, die in B nichtnegative Werte besitzen, ist ein 
echter Oberring von R. Man kann nun einerseits 8 im Sinne der Bewertungstheorie zu einem hinsichtlich der Be- 
wertung B perfekten Körper %* erweitern, und andererseits zu R die perfekte Hülle R* im Sinne des Textes bilden. 
Aus R< Dfolgt dann leicht, daß der Quotientenkörper X* von R* ein echter Unterkörper von %* sein muß. In der 
Aufgabe 4 auf S. 254 des van der Waerdenschen Buches handelt es sich nun offenbar darum, zu einem gewissen spe- 
ziellen p-Reihenring R den Körper %* zu bilden. Als Lösung angegeben wird aber nicht 2* sondern &*. 
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liche laufenden Reihen. Gleichwohl haben die Reihenentwicklungen rein heuristisch 
einen nicht zu unterschätzenden Wert. Sie führen nämlich in zwangloser Weise zur 
Übertragung des aus der Bewertungstheorie bekannten Perfektheitsbegriffs auf beliebige 
Stellenringe: Im Stellenringe N gehört nach Nr. 5 zu jedem Element a mindestens eine 
Reihenentwicklung 99(&%) + 91(%) + : --. Aber es wird i. a. nicht immer zu jeder will- 
kürlich angeschriebenen Reihe 9,(x) + 91x) + :-- in R ein Element a existieren, 
das gerade diese Entwicklung besitzt. Es liegt dann sehr nahe, den ursprünglichen Ring 
N dadurch zu erweitern, daß man jeder formellen Reihe 9,(x) + 9,(%) + : : - ein Element 
zuordnet, und man sieht sofort, daß eine derartige Erweiterung genau dem „Perfekt- 
machen“ eines beliebig gegebenen diskret bewerteten Körpers entspricht. 

Bei der Durchführung dieses Gedankens ist es allerdings wieder zweckmäßig, mit 
Kongruenzen modulo me (o=141,2,...) statt mit Reihenentwicklungen zu arbeiten, 
und man wird nicht die Operation des Perfektmachens, sondern den Begriff des perfekten 
Stellenrings an die Spitze stellen. Man definiert dementsprechend: 

Der Stellenring R* soll perfekt heißen, wenn in R* ein unendliches Kongruenzen- 
system <= a,(me+!) (o =0,1,...) stets lösbar ist, sofern nur jedes endliche Teilsystem 
in R* eine Lösung besitzt, d.h. sofern die „Verträglichkeitsbedingung‘“ a, = a,;,(m®*!) 
(e=0,1,...) erfüllt ist. 

Die Einbettung eines beliebig vorgegebenen Stellenringes R in eine perfekte Hülle R* 
vollzieht sich nun nach einem wohlbekannten Schema: Man wählt als Elemente von R* 
alle abgezählt unendlichen Folgen {a,, a,,...! von Elementen aus N, die der Verträg- 
lichkeitsbedingung 

4, = A,+ (mer!) (0 a 0, 1, .. .) 
genügen. Gleichheit, Addition, Multiplikation erklärt man durch die Festsetzungen: 
(1) fa, @a,...}={by,d,),...} dann und nur dann, wenn 
= a,(meH) = 0,1,...). 

(2) fa, a1... {du du --.3= {a4 du a +5: +} 

Das Element fa,a,...} aus R* wird mit dem Element a aus ®R identifiziert. — 
Durch diese Festsetzungen wird R* jedenfalls ein Ring, und zwar ein Oberring von NR. 
(Daß zwei Elemente aus R in R* nur dann gleich sein können, wenn sie bereits in ® gleich 
sind, folgt aus Satz 1). — Um einzusehen, daß R* einen perfekten Stellenring darstellt, 
beachte man: 

a) Die Menge aller Elemente {a,, a,,...}, bei denen a,< m, und damit auch 
a,<m(oe=1,2,...) ist, bildet in N* ein Ideal m*; die r-te Potenz von m* besteht aus 
allen und nur den Elementen {a,, @,,. . .}, bei denen 

u<emti(o=(,..,r—1); ,<m(oezr). 


b) Gehört das Element {a,, a,,.. .} nicht zu m*, so sind alle a, in X Einheiten. 


Betrachtet man nun die Folge {a5 ‚a; ,...}, so genügt diese der Verträglichkeitsbe- 


dingung, denn aus a, — a,.ı < m?*' folgt 

a, — Ayrı = (A, + Aarı) * (a —a)<me". 
In R* besitzt also jedes nicht in m* liegende Element a* = {a,, a,,. . .} ein reziprokes 
Element a*"' = {a5 ',a) ,...}, und es muß infolgedessen m* das einzige maximale 
Primideal von R* sein. 

c) Es ist fürr=1,2,... stets (m*)' AR = mr’, und es können die Restklassenringe 
R*/(m*)” und R/m” (also insbesondere die Restklassenkörper R*/m* und R/m) identifiziert 
werden. — Der Durchschnitt aller Potenzen von m* ist gleich dem Nullideal, und man 
kann infolgedessen in R* den Begriff der Anfangsform und des Leitideals genau so ein- 


führen wie in R®R. 
Journal für Mathematik. Bd. 179. Heft 4. 28 
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d) Es sei a* ein beliebiges Ideal aus R*, und es seien in a* die Elemente a*,..., a* 
so bestimmt, daß die Leitideale von a* und b* = (a*,...,a*) gleich sind ®). Dann 
zeigt eine leichte Rechnung, daß zu jedem a*<a* die Elemente bf,...,b% aus R* so 
bestimmt werden können, daß die Gleichung 


[09] 
u’ = 2 a;b" 


gilt. Es ist also 
er te li,.. ie), 
d. h. es besitzt in N* jedes Ideal eine endliche Basis. (Man hat angesichts der Definition 


[077 


von N* nur zu beweisen: Wird a* — Z a*b,< (m*)” für geeignete b; aus R, so lassen sich 


/ 


stets in N die Elemente b’,...,b, so wählen, daß 
n 1 
,; —bi<me, ar — 2 a*b;< (m*)** 


wird. Die Existenz der b/ ergibt sich aber mühelos aus Überlegungen von der beim 
Beweise von Satz 3 benutzten Art.) 
e) Es sei in R* ein unendliches Kongruenzensystem 


1 . 1 
= aFkm*)"" mit a = af, (mt) (o=0,1,...) 
vorgelegt. Bestimmt man dann, was nach c) sicher möglich ist, die Elemente a, aus R 


so, daß durchweg a* — a,< (m*)°*' wird, so erhält man in Gestalt des Elementes 
a* —= fa, @y,...} eine zu NR* gehörige Lösung des gegebenen Kongruenzensystems. 

Durch a) — e) ist gezeigt: 

Satz 14. Ein beliebiger Stellenring R kann stets in einen bis auf Isomorphie eindeutig 
bestimmten kleinsten umfassenden perfekten Stellenring N* eingebaut werden. — Bedeutet 
m bzw. m* das maximale Primideal von R bzw. R*, so lassen sich für jedes r die Rest- 
klassenringe R/m’ und R*(m*)” identifizieren. 

Die Brauchbarkeit von Satz 14 beruht vor allem auf 

Satz 15. Für jedes Ideal a aus R gilt die Gleichung a-R*nR—=a. Das heißt: 
Sind a,,...,a, irgendwelche Elemente aus a, die in R* eine Basis von a: R* bilden, so 
ist auch (a,,...,q,) eine Basis von a in R. 


In der Tat, ist a* = Sa;b} ein Element aus a: R*, so kann man die Elemente 5; 


[07] 


in Rt stets so bestimmen, daß a* und a = zab; dieselbe Anfangsform haben. Wegen 


a-N* — (a,,...,0,):R* müssen daher a und (a,,...,a„) dasselbe Leitideal besitzen 


und somit nach Satz 3 identisch sein. 
Satz 15 gestattet eine bemerkenswerte Anwendung auf die Theorie der kon- 


vergenten Potenzreihen °®): 
Satz 16. Es seien A, A,,..., Au konvergente Potenzreihen in %,...,%. mit be- 


“w 
liebigen komplexen Koeffizienten, und es gelte eine Gleichung A = zA,BE, bei der die BF 


32) Man beachte, daß jedes Formenideal eine endliche Basis besitzt! Die folgenden Überlegungen habe ich (für 
den Fall eines nullteilerfreien Stellenrings mit nur einem einzigen von (0) verschiedenen Primideal) bereits in einer 
früheren Arbeit ausführlich dargestellt: Ein Satz über primäre Integritätsbreiche, Math. Annalen 103 (1930), 5. 450 
bis 465. 

3) Vgl. die in Anm.?) zitierte Laskersche Arbeit (S. 95), sowie: B.L. van der Waerden, Nullstellentheorie 
der Polynomideale, Math. Annalen 96 (1926), S. 183—208; Anm, 29a) S.205. An den genannten Stellen handelt 
es sich um den Schluß vom Ringe aller formalen oder konvergenten Potenzreihen in z,, . . -, 21 auf den entsprechenden 
Polynomring. Die Fragestellung ist also eine ähnliche wie im Text, aber durchaus nicht die gleiche. 
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formale Potenzreihen in den x; mit komplexen Koeffizienten sind. Dann gilt stets auch 
[477 


eine Gleichung A = A ;D; mit konvergenten Potenzreihenfaktoren B;. 
In der Tat, es sei # bezw. N* der Ring aller konvergenten bzw. formalen Potenz- 
reihen in &,, . . ., 2„ mit beliebigen komplexen Koeffizienten. Dann sind R und R* Stellen- 


ringe °*), und es stellt dabei offenbar R* die perfekte Hülle von A dar. A = SA,B* 
1 


bedeutet nun soviel wie A<(A,...,A4,): R*, und daraus folgt nach Satz 15 sofort 


A<(A,::,As)R, d.h. die Gültigkeit einer Gleichung A = ZA:B. — Wie man 





aus der Art des Beweises sieht, gilt Satz 16 auch dann noch, wenn man den Koeffizienten- 
körper aller komplexen Zahlen durch einen beliebigen Unterkörper (z. B. durch den 
Körper aller reellen Zahlen) ersetzt. | 

Satz 16 ıst ein reines Existenztheorem, er liefert keinen Algorithmus, der es ge- 


stattete, aus der gegebenen Gleichung A = ZA.B} die konvergenten Reihen 2; irgendwie 


systematisch zu berechnen. Aber die Entwicklung eines derartigen Rechenverfahrens 
scheint mir überhaupt eine sehr schwierige, bisher noch nicht allgemein gelöste Aufgabe 
zu sein, und auch der bloße Existenzsatz gestattet mannigfache praktische Anwendungen. 
Die Bedeutung von Satz 16 darf daher nicht unterschätzt werden. 


‘. Konstruktive Probleme. 

Die Möglichkeit des Einbaues eines beliebigen Stellenrings in einen perfekten ist 
auch deshalb sehr wichtig, weil der Versuch eines konstruktiven Aufbaus der perfekten 
Stellenringe recht aussichtsreich scheint. Im folgenden skizziere ich nach dem Vorbild 
der diskret bewerteten Körper kurz die Richtlinien, denen man bei einem derartigen 
Aufbau zu folgen hätte ®). 

Zunächst wird man zeigen, daß man sich auf die Betrachtung von perfekten 
p-Reıihenringen beschränken darf, indem man den sehr plausibeln Satz beweist, daß jeder 
beliebige perfekte Stellenring als Restklassenring eines perfekten p-Reihenringes dar- 
gestellt werden kann %). Was die perfekten p-Reihenringe angeht, so folgt aus den 
Betrachtungen von Nr. 5: 

Enthält der perfekte p-Reihenring N* einen Unterkörper A, der gleichzeitig ein 
volles Restsystem von R* modulo nı* darstellt, so ist A* isomorph zum Ring aller for- 
malen Potenzreihen in n Variabeln mit Koeffizienten aus A, wobei die Variabelnzahl n 
der Gliederzahl einer Minimalbasis von m* gleich ist. /rı diesem Falle ist also R* durch 
Angabe des Restklassenkörpers R*/m* und der Zahl n bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. 

Andererseits zeigt man leicht mit klassischen Henselschen Schlüssen, daß eın Unter- 
körper K der gewünschten Art sicher existiert, wenn der Restklassenkörper R*/m* die Cha- 
rakteristik O besitzt ?). Es bleibt also nur noch der Fall zu untersuchen, daß R*/mı* von 
Primzahlcharakteristik x ist; hier wird man zwei Möglichkeiten unterscheiden: Ent- 
weder, es hat nicht nur R*/m*, sondern auch R* selbst die Charakteristik 7; dann kann 


3%) Zur Tatsache, daß nicht nur R, sondern auch R* der Maximalbedingung genügt, vgl. z. B.: W. Rückert, 
Zum Eliminationsproblem der Potenzreihenideale, Math. Annalen 107 (1932), 5. 259— 281. 

35) Vorbildlich für die Aufstellung unserer Richtlinien ist im wesentlichen die in Anm. !®) genannte Hasse- 
Schmidtsche Arbeit. Bei der Durchführung unsres Programms im Einzelnen dürfte es zweckmäßig sein, sich soweit 
wie möglich an die folgenden beiden Arbeiten anzuschließen: E. Witt, Zyklische Körper und Algebren der Charak- 
teristik p vom Grade p"; O. Teichmüller, Diskret bewertete perfekte Körper mit unvollkommenem Restklassenkörper, 
dieses Journal 176 (1936), S. 126—140 bzw. S. 141— 152. | 

36) Dieser Satz hat in den in den Anm, !9) und ?°) genannten Arbeiten kein Vorbild. Sein Beweis dürfte aber 
verhältnismäßig einfach sein. 
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man wieder mit der Gültigkeit des für den Fall eines Restklassenkörpers R*/m* von 
Charakteristik 0 bereits gesicherten Isomorphiesatzes rechnen. Oder aber, es hat R*/m* 
die Charakteristik x, N* selbst dagegen die Charakteristik 0. Dann gibt es in R* sicher 
keinen Unterkörper Ä, der ein volles Restsystem modulo mı* darstellte, und man kann 
nur in einem geeigneten Spezialfall auf einen einfachen Isomorphiesatz hoffen. Ein solcher 
Spezialfall dürfte dann vorliegen, wenn R* „unverzweigt“ ist, d.h. wenn die Primzahl r 
nur in der ersten, nicht aber in der zweiten Potenz von m* vorkommt, und infolgedessen 
in eine Minimalbasis von m* aufgenommen werden kann. Für einen unverzweigten Ring 
N* gilt, soweit ich vermuten möchte, wohl wieder der Satz, daß die Angabe des Restklassen- 
körpers und der Gliederzahl einer Minimalbasıs von m* den Ring bis auf Isomorphie 
eindeutig festlegen. Zum Beweis müßte man voraussichtlich nach einer passenden Ver- 
allgemeinerung derjenigen Methoden suchen, die in letzter Zeit von den Herren Hasse, 
Witt und Teichmüller für diskret bewertete Körper entwickelt wurden ®). 


8. Beliebige Ringe mit Maximalbedingung. 

Bei der Entwicklung der Dimensionstheorie der Stellenringe in Nr. 3 habe ich den 
Satz 7 nicht bewiesen, sondern mich auf eine früher an verhältnismäßig versteckter 
Stelle erschienene Arbeit ?2) berufen. Um in der Darstellung keine Lücke zu lassen, 
möchte ich meinen alten Beweis in etwas vereinfachter Form hier nochmals kurz wieder- 
geben, und zwar gleich für den allgemeinsten Fall. Es sei X ein ganz beliebiger Ring, 
der der Maximalbedingung genügt. Dann lautet der in Frage stehende Satz: 

Satz 7*. Istin Rdas Primidealp minimales Primoberideal eines Ideals a= (a,,...,@,) 
mit r-gliedriger Basis, so hat p in R höchstens den Dimensionsdefekt r. 

Den Beweis gliedern wir in vier Schritte. a) Es sei X ein nullteilerfreier Stellen- 
ring mit dem Quotientenkörper 8, p = ın sei das maximale Primrdeal von R, und es 
sei a = (a) ein zu m gehöriges Primärideal. Dann ist zu zeigen, daß in R jedes Primunter- 
ideal q von p gleich dem Nullideal sein muß. 

Bilden wir zu q den Primidealquotientenring R’ = R, °”), und setzen wirq’ = q-W, 
so ist AR’ ein Stellenring mit dem maximalen Primideal q’, und es wird 

"ef ke l,l...), 
während qENR= g® in R jeweils ein zu q gehöriges Primärideal darstellt. Können 
wir zeigen, daß einmal q") = qr+!) wird, so erhalten wir 
q” — gr! m... 


und daraus folgt angesichts von Satz 1 sofort 


= (0), g=qg=(l). 
Es bedeute nun b; das Ideal (a) +qg®% aus A (i=1,2,...). Dann sind alle b; 
gleichzeitig mit (a) zu m gehörige Primärideale, und man hat 
b,>b,2b,2--.->(a). 
Daraus ergibt sich aber auf Grund der für NR geltenden Maximalbedingung nach einem 
bekannten Satz ®), daß für hinreichend großes r sicher b, = b,;ı sein muß. Es wird 
dann wegen qU’+" <q" offenbar 


qr) = qr+n 4 ((a) rn qm), 
und wegen der Hauptidealeigenschaft von (a) gilt eine Gleichung (a) n qN” = (a) rt, 


37) Ng besteht aus allen Quotienten n (a und b in R, b nicht in q). Zu den einfachen Eigenschaften der 


Primidealquotientenringe vgl. z. B. Idealbericht, Nr. 7. 

38) Vgl. hierzu z. B. Idealbericht, Nr. 13. (Es handelt sich um die Tatsache, daß bei einem ‚primären Null- 
teilerring‘‘, der nur ein einziges Primideal enthält, — in unserm Falle beim Restklassenring R/(a) —, aus der Gültigkeit 
der Maximalbedingung stets die Gültigkeit der Minimalbedingung folgt.) 
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wobei t= q” sein muß, weil (a) als zu p gehöriges Primärideal zu dem zu q gehörigen 
Primärideal q” prim ist. Ist nun etwa q = (g,,...,9,), so folgt aus q = q"+") + (a): q") 
ein Kongruenzensystem 


= 2a d,.q,(atP) fürı=i,...,s, 


und weil die Determinante |a-b)k — dx! (, k=41,...,s) modulo (a) und damit erst 
recht modulo m dem Einheitselement kongruent ist und infolgedessen in R eine Einheit 
darstellt, ergibt sich (in ähnlicher Weise wie beim Beweise von Satz 1) 
mr = (.-.,q)satt); 

man hat also q” = qr+", q = (0), wie gezeigt werden sollte. 

b) Aus dem Ergebnis von a) gewinnt man mühelos Satz 7* für r = 1, d.h. den fol- 
genden ‚„Z/auptidealsatz‘': 

Ist p in Rminimales Primoberideal eines Hauptideals (a), so hat p höchstens den Dimen- 


sionsdefekt 1. 
In der Tat, nehmen wir an, es gebe eine Primunteridealkette p>p,>p,! Dann 


ist im Restklassenintegritätsbereich R = R/p, das Primideal p, — p,/p, ein echtes vom 
Nullideal verschiedenes Unterideal des Primideals p = p/p,, und es ist p minimales Prim- 
oberideal von (@), falls @ die durch a repräsentierte Restklasse aus N bedeutet. Bilden 
wir weiter den Primidealquotientenring R;, so wird $- N; das maximale Primideal 
von R;, 
vom Nullideal verschiedenes echtes Primunterideal von P - R; dar. Diese Feststellungen 


und es stellt (a) - R; bzw. p, - R; ein zuP- R; gehöriges Primärideal bzw. ein 


stehen aber im Widerspruch zu dem Ergebnis von a), die Existenz einer Kettep>p, >p, 
ist also ausgeschlossen. 


c) Um beim Beweis von Satz 7* vom bereits erledigten Falle r = 1 auf beliebiges r 
schließen zu können, brauchen wir den folgenden Hilfssatz: Gibt es im Integritätsbereich N 
eine Primunteridealkette p>p, >--->P, ,>P,= (0) mit 722, und ist dabei p 
in keinem der endlich vielen Primideale p),..., p'®» enthalten, so existiert in NR stets 
auch eine Primunteridealkette p>p#*>--->p* , bei der keines der Primideale p* 


((=1,...,2—1) in einem der Primideale p® (k=1,...,o) enthalten ist. 
Zum Beweis genügt es offenbar zu zeigen, daß es immer ein zwischen p und p, 
liegendes, in keinem p® enthaltenes Primideal p* gibt. — Es sei c ein (immer vorhan- 


denes) ®®) weder zu p, noch zu einem der Primideale p® gehöriges Element aus p. Dann 
existiert wegen p, + (c)<p sicher ein in p liegendes minimales Primoberideal pf von 
P, + (c), und es muß nach b) notwendig p* + p sein, weil p*/p, in W/p, minimales Prim- 
oberideal des Hauptideals (ps + (c))/P, ist, während p/p, in R/p, mindestens den Dimen- 
sionsdefekt 2 besitzt. 


d) Wir setzen jetzt die Richtigkeit von Satz 7* für0O <r s R— 1 voraus und be- 
weisen seine Gültigkeit fürr = R. Dabei dürfen wir uns auf die Betrachtung des Falles 
beschränken, daß das betrachtete Primideal p maximales Primideal eines nullteilerfreien 
Stellenringes NR ist und ein zugehöriges Primärideal a = (a,,.... ax) besitzt. Denn 
der allgemeinste Fall kann durch Überlegungen von der in b) benutzten Art mühelos 
auf diesen Spezialfall zurückgeführt werden. — Ist nicht nur (a,,..., @r), sondern 
auch b = (a,,..., @r_ı) ein zu p gehöriges Primärideal, so haben wir angesichts unserer 
Induktionsvoraussetzung nichts zu beweisen. Wir wollen also annehmen, daß die endlich 





3) Die Existenz von e ergibt sich aus ganz elementaren Überlegungen. Vgl. die in Anm. ?) zitierte 
Arbeit, S. 10, Anm. ?). 
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vielen minimalen Primoberideale p®,...,p(® von b echte Unterideale von p sind. 
Außer p®), ...,p®, p gibt es in R keine weiteren Primoberideale von b, weil p/b in R/b 
als minımales Primoberideal des Hauptideals a/b = (b + (ar))/b den Dimensionsdefekt 1 
besitzt. 

Es seı jetzt irgendeine Primunteridealkette 

P<p <e<Pp,_, <P, _ (0) 
vorgelegt. Dann gibt es nach c) eine zweite Primunteridealkette 
P<epi<...chi,; 

bei der p* , in keinem der Primideale p®,...,p enthalten ist, sodaß b+p* in R 
kein von d verschiedenes Primoberideal besitzt. In# = Rp, wird b=(b+ Pr of, 
ein zu P = p p* , gehöriges Primärideal mit (R— 1)-gliedriger Basis, und es stellt daselbst 

I>#>- + a (pr = pp, (e=h,..,1—1)) 
eine /-gliedrige, mit p beginnende Primunteridealkette dar. Die Anwendung unserer 
Induktionsvoraussetzung auf p liefert nun sofort die Ungleichung Is R—AI, !<ZR. 
Eine mit p beginnende Primunteridealkette besitzt also nie mehr als ? + 1 verschiedene 
Glieder, d.h. es ist der Dimensionsdefekt von p höchstens gleich R. 

Angesichts von Satz 7* liegt es nahe zu vermuten, daß in einem beliebigen Ring mit 
Maximalbedingung jedes Primideal eine endliche Dimension besitzt. Indessen wird diese 
Vermutung durch das folgende Beispiel widerlegt: Es sei 

S=-KE,...,...)]k=1,2:.5u=1,...%) 


der Polynomring in abzählbar unendlich vielen Variabeln au) über einem Körper K, es 


bedeute m; das &-Primideal (x{®,..., x), und es möge unter S das System aller 
der Polynome verstanden werden, die in keinem einzigen 1, (k=1,2,...) enthalten 
sınd. Dann gilt 
a ie ICE 
Satz 19. Der Ring R aller Quotienten TE (ain©,bin S) ist ein Ring mit Maximal- 


bedingung, in dem das Nullideal keine endliche Dimension besitzt. 
In der Tat, zunächst ist 


(0) < (2®) < (x, z®) RELE- (29, ze, Re 2) 
in NR eine (k + 1)-gliedrige Primoberidealkette (k = 1,2,...); die Dimensionsbe- 
hauptung ist also sicher richtig. — Es sei ferner «+0 ein beliebiges Polynom aus ©, 


und es sei n so groß gewählt, daß a in keinem der Primideale m,:ı, MM,:+2,... enthalten 
ist. Dann sind in R/(a) alle die Restklassen, die durch von x), ..., 2”) unabhängige 
Polynome erzeugt werden, Einheiten, und daraus schließt man mühelos: Es sei A der 
Körper 

Kit), ... u Baar, ar 2... hei, 
und es sei @’ das System aller der Polynome aus dem Polynomring & = A[z'),..., 2], 


die in keinem der ©-Primideale m; = (z®,..., z®).&(k=1,...,n) enthalten sind; 
schließlich möge unter WR’ der Ring aller Quotienten ; (a in ©, b in ‚$’) verstanden 


werden. Dann ist R/(a) zu einem Restklassenring W’/a’ isomorph. Da nun W ein Ring 
mit Maximalbedingung ist, und da jedes R-Ideal a =+ (0) ein Polynom a = 0 aus © ent- 
hält, ist gezeigt: Für jeden echten Restklassenring ®R/a gilt die Maximalbedingung. — 
Daraus folgt aber sofort die Maximalbedingung für R selbst. 

Wir bringen jetzt noch zwei einfache Anwendungen der Stellenringtheorie auf einen 
beliebigen Integritätsbereich {% mit Maximalbedingung. Unter der i-ten „symbolischen 
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Potenz‘ p® des \}-Primideals p verstehen wir die zu p gehörige (einzige) isolierte Primär- 
komponente der gewöhnlichen Potenz pi. Bedeutet \), den durch p bestimmten Prim- 


idealquotientenring, so hat man 
(i) in a‘ a yi a‘ 
p = -SsIr3=P- 3) 08: 
und durch Anwendung von Satz1 auf R= \,undm=p- \, ergibt sich sofort 


Satz20. In ‘5 ist der Durchschnitt aller symbolischen (und damit erst recht aller ge- 
wöhnlichen) Potenzen eines beliebigen Primideals p stets gleich dem Nullideal. 

In ähnlich einfacher Weise beweist man 

Satz 21. Es sei aein beliebiges Primideal aus $ mit der Primärkomponentenzerlegung 
a=dınr:" ng, und es seien die Primideale pV),...,p» in % so gewählt, daß 
Jedes q, in mindestens einem p® enthalten ist; J* (k=1,..., ©) bedeute die zum Prim- 
idealquotientenring 0) gehörige perfekte Hülle. Dann folgt für ein \-Element a aus 
a<a-‘; (k=1,...,o) sites a<a. 


In der Tat, einerseits hat man a= ra: m” Ma },«w), und andererseits 


a" 


ergibt sich nach Satz 16 aus a <a: * stets a<a- pa): 


k 
Satz 20 ıst vor allem deshalb bemerkenswert, weil er die abstrakte Fassung eines 
in der Theorie der Polynom- und Potenzreihenringe wohlbekannten Laskerschen Satzes #0) 


darstellt. 


9. Leitideale in Potenzreihenringen. 


Im folgenden wird eine naheliegende, praktisch wichtige Verallgemeinerung des 
bisherigen Leitidealbegriffs besprochen. Es sei P irgendein Ring mit Maximalbedingung, 
unter ® möge der Polynomring in #,,.. ., #„ über P verstanden werden. NW sei ein Ring 
aus formalen Potenzreihen in &,,..., 2„ mit Koeffizienten aus P, der den folgenden drei 
Bedingungen genügt: a) Das Ideal aller der Reihen aus R, die kein von O verschiedenes, 
von den Variabeln freies Anfangsglied besitzen, hat die Basis (x,,..., 2„). b) Eine Reihe 
aus R, die mit einer Einheit aus P beginnt, ist stets in X Einheit. e) Für R gilt die Maxi- 
malbedingung ?!). 

Jede Reihe p aus R besitzt eine eindeutig bestimmte Entwicklung 

« 
pP==9;(%) 
nach homogenen Formen steigenden Grades aus %; ist 
9,(2)= = p,_,(2)=0, pr) #0, 

so bezeichnen wir p, (x) als die A-Form, m als den A-Grad von p. Ist a ein R-Ideal, so 
bildet die Menge der A-Formen aller Elemente von a ein $-Ideal a, das L-Ideal 
von a®2). Die Bildung der A-Form der Summe und des Produkts erfolgt genau nach 
den in Nr. 2 für Anfangsformen angegebenen Regeln. Für die Z-Ideale gelten die ın Nr. 2 
für Leitideale aufgestellten Formeln (1), (2), (3). — Allein aus diesen Bemerkungen ergıbt 
sich sofort: 

#0) Es handelt sich um denjenigen Satz, auf den bereits in Anm, ®) hingewiesen wurde. Zum Beweise des 
Laskerschen Satzes vgl. meine in Anm. ?) genannte Arbeit, sowie: F. S. Macaulay, Modern algebra and polynomial 
ideals, Proc. Cambridge Philos. Soe. (1) 80 (1934), 5. 27—64. 

#1) Den Bedingungen a), b), e) genügt jedenfalls der Ring R* aller formalen Potenzreihen in 7,,. . ., Zn über 
P. Der Beweis der Maximalbedingung für R* kann mit Hilfe des weiter unten einzuführenden Z-Idealbegriffes genau 
so erbracht werden wie der Beweis der Maximalbedingung für die perfekte Hülle R* bei Satz 16. 

2, „A-Form“ bzw. „„I-Ideal“ ist natürlich nur eine Abkürzung für „Anfangsform“ bzw. „Leitideal“,  1s 
schien mir aber nötir, eine Bezeichnung zu wählen, die eine Verwechslung der neuen Definitionen mit den in 
Nr. 1—Nr. 8 benutzten Definitionen vermeidet. 
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Satz 22. Satz 12 und Satz 13 gelten ohne Änderung des Wortlautes auch für die L-Ideale 
des Potenzreihenrings ®R. 

Die zum Beweis von Satz 12 und 13 dienenden rein formalen Rechnungen lassen 
sich nämlich unmittelbar auf den neuen Fall übertragen, wobei noch eine gewisse Ver- 
einfachung dadurch bedingt wird, das diesmal jede Reihe nur eine einzige A-Form 
besitzt. An die Stelle des „einzigen maximalen Primideals m‘ tritt diesmal das in R nicht 
maximale #) Primideal n = (2,,..., 2£„). — Etwas umständlicher als in Nr. 4 müssen wir 
vorgehen, wenn es sich darum handelt, aus Satz 13 den Hilfssatz abzuleiten: 

Hat das L-Ideal a von a eine (endliche) Dimension u > 1, so gibt es stets ein c>a, 
dessen L-Ideal c genau die Dimension u — 1 besitzt. 

Wir schließen diesmal so: Es sei p ein u-dimensionales Primoberideal von a; dann 
gibt es stets ein nicht zu a gehöriges („ — 1)-dimensionales Primoberideal q von p *). 
Ist nun a eine Reihe, deren A-Form 9 zwar in q, aber in keinem der endlich vielen w- 
dimensionalen Primoberideale von @ liegt, und bedeutet 7 eine nicht in q, aber in allen 
höchstens („. — 1)-dimensionalen, zu a gehörigen Primidealen enthaltene Form, so hat 
das ZL-Ideal c von ce= a -+ (a) genau die Dimension » = u—1, weil einerseits sicher 
v < ist, und andererseits aus Satz 13 sofort c; = (a + (9)); S 9 folgt. — Für die weiteren 
Sätze, bei denen wir auf die Theorie der Stellenringe zurückgreifen müssen, brauchen wir 


einige Vorbemerkungen: Es seien m}, ma, ..., m,,... die maximalen Primideale von P. 
Dann sind = m - P-+ü bw m=m-R+n (rT=1,2,...) die sämtlichen 
maximalen Primideale von ® bzw. R. (Beweis trivial; bei R sind die Grundeigenschaften 
a) und b) zu berücksichtigen; bei ® hat man zu beachten, daß nur Ideale aus homogenen 
Formen zugelassen sind.) Der Primidealquotientenring R, = Rn, ist, wie mühelos zu 


sehen, ein den Bedingungen a), b), c) genügender Potenzreihenring über dem Stellenring 
P, = P„'%); der zugehörige Polynomring ist = ®-P.. — Ist a ein beliebiges 
Ideal aus A mit dem ZL-Ideal a, so ist = a-P, das L-Ideal von a, =a-N®R,, und es 
gelten die Gleichungen a = Aa,, a= Aa,. Mit Hilfe dieser Bemerkungen zeigt man 
leicht 

Satz 23. Satz 3 und die aus ihm folgenden Sätze A und 5 gelten auch für die L-Ideale 
des Potenzreihenrings R. — Dabei ist Satz 5 so zu formulieren: Ist a, ein zu m, gehöriges 
Primärideal, so ist a, ein zu m, gehöriges Primärideal. 

In der Tat, aus a<b, üä= b folgt a <b/, a = bi für jedes r. Es ist daher 
b,<a;+n?-R, und damit wegen n<m, erst recht <a; + m; für jedes r 
und o=1,2,.... Da nun , ein Stellenring mit dem maximalen Primideal m; ist, 
ergibt sich nach Nr. 2 sofort 

,=b, (r=1,2,..., a=A,= 4b, =b. 


#3) Nichtmaximal natürlich nur dann, wenn P kein Körper ist, d. h. wenn wir nicht den in den früheren Num- 
mern bereits erledigten Fall vor uns haben. 

“) Es sei nämlich $ < p, < p,, wobei P, (z„ — ?)-dimensional ist (© = 1,2). Gehört dann p, nicht zu a, so 
kann man f, = ü setzen. Im andern Falle seien p, = p(!), p(@),..., p(o) alle zu a gehörigen (z„ — 1)-dimensionalen 
Primideale, 9 sei eine in P,, aber in keinem p(ü) enthaltene Form. Dann besitzt $ + (9) ein in p, enthaltenes mini- 
males Primoberideal 4, und es muß q von p, verschieden, und damit (z — 1)-dimensional sein, weil 9/p in ®/p als 
minimales Primoberideal eines Hauptideals den Dimensionsdefekt 1 besitzt, während p,/p den Dimensionsdefekt 2 
hat. 

Zur Anwendung der Sätze von Nr. 8 auf Formenideale beachte man: Die Betrachtung von Formenidealen in ® 
ist gleichwertig mit der Beschränkung auf ‚‚H-Ideale‘‘, d. h. auf solche gewöhnlichen B-Ideale, die eine aus homogenen 
Formen bestehende Basis besitzen. Ist € ein H-Ideal, so sind, wie leicht zu zeigen, auch alle minimalen Primoberideale 
von € H-Ideale. 

45) Man beachte, daß p—1 eindeutig als Potenzreihe in z,,..., 2” über P; dargestellt werden kann, falls p 


eine Reihe aus N mit nicht zu m? gehörigem Anfangsglied ist. 
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Die Übertragung von Satz 4 ist trivial. Bei Satz5 hat man nur zu beachten: Ist a 
ein zu m, gehöriges Primärideal, so wird a; = R, (o # r), während a, ein zu m/ gehöriges 
Primärideal darstellt. Daraus folgt weiter wie in Nr.2, daß a; ein zu m! gehöriges 
Primärideal sein muß, und damit erweist sich sofort ,. = a; rnN#R als ein zu m, gehöriges 
Primärideal. 

Auf Grund der bisherigen Ergebnisse kann man, ohne an den in Nr. 3 ausführlicher 
entwickelten Überlegungen etwas Nennenswertes ändern zu müssen, den Hauptsatz 8 
für den Fall eines Potenzreihenringes N, über einem Stellenring P, beweisen. Daraus 
schließt man aber sofort allgemein 

Satz24. Ein Ideal a aus dem Potenzreihenringe R hat stets dieselbe Dimension wie 
sein zugehöriges Leitideal a. 

(Dabei ist auch der — nach den Ergebnissen von Nr. 8 durchaus mögliche — Fall 
unendlicher Dimension einzuschließen.) — Zum Beweis hat man nur zu beachten: Die 
Dimension von a in N (von ain ®%) ist gleich der oberen Grenze der Dimensionen der 
Ideale a, in R, (a, in B,). Die Gültigkeit von Satz 24 für alle R, zieht also unmittelbar 
die Gültigkeit dieses Satzes für R selbst nach sich. 

Mit Hilfe von Satz 24 können auch die Sätze 9 und 10 mühelos auf unsere Potenz- 
reihenringe übertragen werden, Satz 9 unter Beschränkung auf endliche Dimensionen. 
An eine Übertragung des Satzes 11 ist natürlich nicht zu denken. Denn die A-Formen 
der Elemente des Potenzreihenringes R sind ja immer eindeutig bestimmt, selbst dann, 
wenn kein einziger Stellenring R, ein p-Reihenring ist *). 


10. Ein Spezialfall. 


Um die Ergebnisse von Nr. 9 an einem einfachen Beispiel zu verdeutlichen, betrachten 
wir den Ring ®Rt aller formalen Potenzreihen ®°) in &,,. . ., 2„ über einem „Z.P.l.-Ring‘“ P, 
in dem sich wie in der Hauptordnung eines endlichen algebraischen Zahlkörpers jedes 
Ideal eindeutig als Produkt von Potenzen endlich vieler, paarweise teilerfremder Prim- 
ideale darstellen läßt. Die Ringe P, sind in diesem Falle diskrete Bewertungsringe, 
d.h. es sind in jedem P, alle Elemente bis auf Einheitsfaktoren Potenzen eines festen 
Primelements z,. Es wird also (bei Benutzung der in Nr. 9 eingeführten Bezeichnungen) 
m? .P, = (z,) -P, und damit 

wm; = (2, + +, 2 2,): R., für jedes r. 
Daraus folgt sofort 

Satz 25. /st Pein Z.P.I.-Ring, so sind die Ringe R, durchweg p-Reihenringe. 

In der Tat, nach den Ergebnissen von Nr. I—Nr. 4 gilt für den Dimensionsdefekt », 
von m/ in R, die Ungleichung », < rn +1, und es kann nur dann „= n +1 
sein, wenn NR ein p-Reihenring ist. Man sieht aber sofort, daß in ®R, die Ideale 

yr) = u = (2... u a I = (0) ben, n—1,.. .1),99 = (0) 
eine (nr + 2)-gliedrige Primunteridealkette bilden. 

Aus der Tatsache, daß jedes NR, ein p-Reihenring mit (n -+ 1)-dimensionalem 
Nullideal ist, folgt leicht nach Satz 11: 

Satz 26. Ist P ein Z.P.I.-Ring, so ist bei jedem R-Primideal p die Summe von 
Dimension und Dimensionsdefekt genau gleich n +1. 


4) Ein gewisser Zusammenhang zwischen der Theorie der Potenzreihenringe und der der p-Reihenringe wird 
allerdings durch den folgenden Satz hergestellt, den wir in Nr. 10 im einfachsten Spezialfall ausführlich beweisen werden: 


.. . . . . . . go . . 
Sind alle Ringe P, p-Reihenringe, so sind es auch alle Ringe Rr, und zwar hat eine Minimalbasis von m; in R: genau 


Mr + n verschiedene Glieder, falls n die Variablenzahl, m: die Gliederzahl einer Minimalbasis von m‘ bedeutet. {Allge- 
meiner Beweis nicht wesentlich schwieriger als der Beweis des Spezialfalls in Nr. 10.) 
47) Es könnte auch ein beliebiger, den Bedingungen a), b), e) von Nr. 9 genügender Potenzreihenring über 
dem Z.P.I.-Ring P gewählt werden. 
Journal für Mathematik, Bd, 179, Heft 4, 29 
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Denn die Behauptung von Satz 26 ist offenbar richtig für jedes R-Primideal p, 
falls sie bei beliebigem r für jedes R,-Primideal p - R, gilt. 

Es sei 8, = Pı[z,,..., 2a] wie in Nr. 9 der Polynomring in %,,.. ., %„ über P,, 
und es bedeute Q = Kl,,. . ., 2„] den entsprechenden Polynomring über dem gemein- 
samen Quotientenkörper K aller P,; unter pP = (p)- %, möge ein Primhauptideal 
aus ®, verstanden werden. Dann hat p‘ stets die Dimension n. — In der Tat, ist p ein 
Element aus P, und damit p/ = (z,) - %,, so ist die Behauptung selbstverständlich; 
denn es ist in diesem Fall die Dimension von p/ gleich der Dimension des Nullideals 
im Polynomring K.[z,,.. ., 2„] über dem Restklassenkörper K, = P;,/(r,). Ist aber p 
eine Form positiven Grades, so bedeute 9) das Primhauptideal p, -O aus Q, und es sei 

II <-Imd <a... RND— (&,.., 0) 
eine (in Q sicher vorhandene) n-gliedrige Primoberidealkette mit dem Anfangsglied 
4) 48), Setzt man dann 
pr = Pr PB (i=(,..„n—1), PV=(2,..,2,72) 8: 
so wird 
d’ = PVP... << 
eine (n + 1)-gliedrige Primoberidealkette in %$.. 

Das Ideal h aus dem Polynomring ® = P[z,,.. . -, 2„] soll Quasihauptideal heißen ®), 
wenn ein Ideal a® + (0) aus P so bestimmt werden kann, daß a°. hin Bein Hauptideal 
wird. Ist h ein Quasihauptideal, so stellt =) T, für jedes r ein Hauptideal dar. 
Mit Hilfe dieser Bemerkung und des für die Primhauptideale der Ringe ®, geltenden 
Dimensionssatzes beweist man leicht das folgende, für die Teilbarkeitstheorie des Potenz- 
reihenringes R grundlegende „Lemma“ 23): 

Satz 27. Es sei p # (0) ein Primideal aus R, dessen Leitideal $ einen echten (von ® 
selbst verschiedenen) Quasihauptidealfaktor h besitzt. Dann hat p die Dimension n, und es 
besitzt infolgedessen p in NR kein von (0) verschiedenes echtes Primunterideal. 

In der Tat, nach Satz 24 haben p und p dieselbe Dimension. Es sei nun 7 so gewählt, 
daß h< m, und infolgedessen H =: 7, ein von ®, verschiedenes Hauptideal ist. 


’ 


Dann hat das Leitideal pf =p-®%, von p!=p:-NR, den echten Hauptidealfaktor h/ 
und wegen der in ®, möglichen eindeutigen Primelementzerlegung besitzt p’ sogar einen 
Primhauptidealfaktor. Daraus folgt, daß die Dimension von p’ und damit erst recht 


die von P gleich n sein muß %). Fertig! 


4) Natürlich handelt es sich um eine Kette aus Formenidealen! 

4) Zum Begriff des Quasihauptideals vgl. die in Anm.!?) genannte Arbeit sowie die dort in Anm.) ange- 
gebene Literatur. 

50) Man beachte, daß zum Beweis von Satz 24 nur Satz 7, nicht aber die (verhältnismäßig tiefer liegenden) 
Sätze der p-Reihenring-Theorie und insbesondere nicht die Sätze 25 und 26 notwendig sind. Denn bereits aus Satz 7 
folgt, daß in keinem R- und damit selbstverständlich auch nicht in® ein Primideal p von der Dimension n ein von (0) 
verschiedenes echtes Primunterideal haben kann. 


Eingegangen 3. März 1938. 
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Allgemeine Kongruenzklasseneinteilungen der Ideale 
einfacher Algebren über algebraischen Zahlkörpern 
und ihre /-Reihen. 


Von M. Eichler in Göttingen. 


Einleitung. 


Der Ausgangspunkt der nachstehenden Untersuchungen war die Frage: Gibt es in 
einer normalen einfachen Algebra über einem algebraischen Zahlkörper!) Zahlen, die 
nach einem festen Ideal einer festen Zahl kongruent sind und eine geeignet vorgegebene 
Norm bezüglich des Zentrums haben ? 

Diese Frage läßt sich verschieden scharf stellen. Die schwächere, aber auch die 
zugänglichere Formulierung erhält man, indem man die Ideale der Algebra in „Strahl- 
klassen‘ einteilt und dann nach der Bedingung fragt, unter der ein Ideal zu einer „Haupt- 
strahlklasse‘“ gehört. Hiermit ist der Gegenstand des ersten Teiles (Abschnitt II und III) 
der vorliegenden Arbeit gekennzeichnet. Es zeigt sich, daß einer Strahlklasseneinteilung 
in der Algebra eine Strahlklasseneinteilung im Zentrum parallel läuft, so daß für die 
Äquivalenz der Ideale in der Algebra die Äquivalenz ihrer Normen im Zentrum maß- 
gebend ist; diese Tatsache wird durch die Sätze 1 und 2 ausgedrückt und soll den Namen 
„spezielles Normenäquivalenzkriterium‘ erhalten. Die Strahlklassen lassen sich, genau 
wie man es für Zahlkörper kennt, zu „allgemeinen Kongruenzklasseneinteilungen‘ ver- 
gröbern, und man erhält für diese, dem speziellen Normenäquivalenzkriterium für die 
Strahlklasseneinteilungen entsprechend, das „allgemeine Normenäquivalenzkriterium‘“ 
(Satz 3); es gilt allerdings nur für gewisse Kongruenzklasseneinteilungen. 

Die schärfere Fassung der oben aufgeworfenen Frage beantwortet der (ohne weitere 
Erklärung verständliche) „Normensatz für die arithmetische Progression‘“ (Satz 5 in Ab- 
schnitt IV, $10). Von diesem Satz aus kann man einerseits leicht auf das Normen- 
äquivalenzkriterium zurückkommen, andererseits eröffnet sich durch ıhn ein Zugang 
zur Einheitentheorie: man bekommt nämlich einen Einblick in das Kongruenzverhalten 
der Einheiten nach gleichseitigen Idealen. 

Im Schlußabschnitt stelle ich die L-Reihen für die hier vorgenommenen Kongruenz- 
klasseneinteilungen auf und beweise für sie zwei Funktionalgleichungen ($12, $17), 
die den beiden Funktionalgleichungen für die Zetafunktion hinsichtlich ihres Baues und 


1) Eine spezielle Klasse von Algebren, nämlich die der total definiten Quaternionenalgebren, wird bei der Be- 
antwortung dieser Frage durchweg ausgeschlossen; mit anderen Worten: ich beschränke mich im folgenden auf Alge- 
bren, die die Voraussetzung R in $1 erfüllen. Die total definiten Quaternionenalgebren, dadurch definiert, dab sie 
diese Voraussetzung nicht erfüllen, weisen hinsichtlich der hier verfolgten Problemstellung keine klaren Gesetzmäßig- 
keiten auf. Vgl. M. Eichler, Über die Idealklassenzahl total definiter Quaternionenalgebren, Math. Zeitschr. 43 (1937), 


5. 102—109. 


29° 
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ihres Beweises entsprechen. Der Vergleich beider Funktionalgleichungen liefert neben 
einer Identität für die hyperkomplexen „Gaußschen Summen‘ ($18) eine Formel für 
die „Führer“ der Kongruenzklassen (Satz 4). 

Es darf schließlich noch auf zwei Nebenergebnisse aufmerksam gemacht werden, 
deren Beweise in diesen Zusammenhang gehören: nämlich auf den Satz 6, eine Folgerung 
aus Satz 5, welcher eine umfangreiche Klasse von Algebren angibt, in welchen der Eukli- 
dische Algorithmus gilt, und auf den Satz 7, eine Folgerung aus der ersten Funktional- 
gleichung der Z-Reihen, welcher besagt, daß unter der Voraussetzung NR die Residuen 
der Zetafunktionen sämtlicher Idealklassen bei s = 1 gleich ausfallen. (Der Satz 7 könnte, 
wie bekannt, auch als eine Aussage über die Einheitengruppen in verschiedenen Maximal- 
ordnungen ausgesprochen werden.) 


I. Bezeichnungen und Hilfssätze. 
$ 1. Ergebnisse einer früheren Arbeit. 


% sei eine normale einfache Algebra vom Grade n über einem algebraischen Zahl- 
körper Ä. Mit u werde das Produkt der unendlichen in W/Ä verzweigten Primstellen 
von Ä bezeichnet. An A wird durchweg die folgende Bedingung gestellt: 


Voraussetzung %. Es sei entweder n> 2 oder u umfasse nicht sämtliche unendlichen 
Primstellen von K. 

Bezeichnungsnormen. Lateinische Buchstaben bezeichnen Zahlen aus Ä, speziell 
also auch rationale Zahlen, kleine griechische sind i. a. für Zahlen aus W reserviert. Ideale 
aus A erhalten kleine Frakturbuchstaben, Ideale aus A große Frakturbuchstaben; und 
zwar sollen die letzteren mit Doppelindizes geschrieben werden, bis auf die Maximal- 
ordnungen, die mit }; Sa, - . . also mit einfachen Indizes bezeichnet seien. Dabei sind \}; 
und \, stets Links- und Rechtsordnung des Ideals N;r. 

Die p-adischen Erweiterungen von Idealen und von Ä und W für Primstellen p 


von K-erhalten p als oberen Index, z.B. R},, K’, W. 

Die Normen von Zahlen x und Idealen N,, aus VW bezüglich Ä werden n (x), nWıs 
geschrieben, sie sind stets im Sinne der Hauptgleichung aufzufassen. Sobald von der 
Norm die Rede ist, soll immer die Norm von A nach Ä und in diesem Sinne verstanden 
werden, sofern nicht ausdrücklich etwas anderes verlangt wird. 

Die vorliegende Arbeit schließt sich methodisch eng an eine frühere an?), die als 
bekannt vorausgesetzt werden muß. Das Gerüst für den Beweis des Hauptergebnisses 
jener Arbeit stelle ich hier noch einmal zusammen, um es im weiteren Verlauf zu mannig- 
fachen Schlußfolgerungen zu benutzen: 

Hilfssatz1. Es sei m eine Zahl aus X und m = 1(mod u). Es gibt in Ä ein Poly- 
nom f(x) mit den folgenden Eigenschaften: 

a) oberster und unterster Koeffizient von f(x) sind 1 und (— 1)"m; 

b) f(x) =0 hat an den in u aufgehenden unendlichen Primstellen von Ä keine 
reellen Wurzeln; 

c) f(x) ist an den endlichen Verzweigungsprimstellen von W/XÄ irreduzibel. 

Dann gilt: 

A) U enthält eine Wurzel „ von f(z) =, es ist n(u) = m?°). 

.B) Werfülle die Voraussetzung R. m sei ganz und ‘}, sei eine feste Maxımalordnung 
von W. Es gibt eine ganze Zahl AR in Ä, die zu einem beliebig vorgegebenen Ideal prım 


2) M. Eichler, Über die Idealklassenzahl hyperkomplexer Systeme, Math. Zeitschr. 43 (1938), S. 481—494; 
im folgenden stets zitiert mit 1. 
%) Beweis des Normensatzes: I, S. 486—487. 
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gewählt werden kann, mit der folgenden Eigenschaft: Es existiert ein Polynom f(x) in X, 
das den Bedingungen a)—c) und den weiteren genügt: 

d) f(x) hat ganze Koeffizienten; 
und im Falle m = 1 (mod R”) 

e) f(x) = (x — 1)" (mod R"); 


‘ı enthält eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0). 

C) A erfülle die Voraussetzung R. Es seim = 1 und /t habe die unter B) angegebene 
Bedeutung. u sei das Produkt der Diskriminante von W bezüglich A, von n! und allen 
den Primidealen aus Ä, deren Absolutnorm kleiner als n + 2 ist. Mi, und M;;, seien 


zwei ganze zu n teilerfremde Ideale mit gleicher Norm und Linksordnung, und 


Mir, = Buy PBizi, Bis Mi, = Di Don 
mit 
”r ) 
N PBipigz = My = Pi („=jh=D 


sei eine Zerlegung von ihnen in unzerlegbare Faktoren. Dann gibt es Polynome g,(x) 
und eine ganze Zahl 7T in Ä, die zu einem beliebig vorgegebenen . teilerfremd gewählt 
werden kann, mit der Eigenschaft: Es existieren Polynome /, (x) in X, die den Bedingun- 
gen a)—e) und den weiteren genügen: 


I) fa) = 8,02) (mod p,); 


g) f(x) = (x — 1)" (mod 7”). 


Die we Y; der Ideale ®; enthalten dann Wurzeln +, der 


it; i 


Gleichungen /,(x) = 0, und es ist 
Mıi, vu Mı;, EiEr&°). 


D) Die Bedingungen a), b) sind mit jedem System von Kongruenzen für die Koeffi- 
zienten von f(x) mit Ausnahme des ersten und letzten verträglich. Die Bedingungen 
a), b), d) sınd es dann und im allgemeinen auch nur dann, wenn X der Voraussetzung N 
genügt ®). 

Hufssatz 2. Es sei p ein Primideal in X und /,(z) ein irreduzibles Polynom in y 


Dann existiert ein Exponent Ah, so, daß jedes der Kongruenz 
f(x) = f,(2) (mod p'») 


genügende Polynome in Ä* dort ebenfalls irreduzibel ist ?). 


$ 2. Die Gruppen der gleichseitigen Ideale für die einzelnen Maximalordnungen. 


Die gleichseitigen Ideale für eine feste Maximalordnung ‘}, bilden bekanntlich eine 
abelsche Gruppe F,, und zwar sind die Gruppen FT, und F, für irgend zwei Maximal- 
ordnungen {%, und %, isomorph; ein gleichseitiges Ideal ist ferner durch seine Norm 
bezüglich X und die Ordnung, zu der es gehört, eindeutig bestimmt. Ich ordne daher 
den gleichseitigen Idealen %,,, a3, . . . mit gleicher Norm für sämtliche Maximalord- 


*, 1,5. 493—494. Dort genügt f(r) zwar noch engeren Bedingungen, die aber zum Beweise der hier ausgespro- 
chenen weniger speziellen Behauptung nicht gebraucht werden. 

5) ], Hilfssatz 5; man beachte besonders die Art seiner Herleitung aus Hilissatz 6 (5. 488—489), sowie den 
Beweis des letzteren (8. 489-494). 

> I, 5. 486-487. 

?) M. Eichler, Bestimmung der Idealklassenzahl in gewissen normalen einfachen Algebren, Journ. reine 
u. angew. Math. 176 (1956), 5. 192— 202, 











230 Eichler, Kongruenzklasseneinteilungen der Ideale einfacher Algebren. 


nungen {%, Sa, - . . ein Symbol % zu, welches das zu jedem der %;; gehörige Idealsystem 
heißen soll. Werden den Idealen %,1; %1ı die Idealsysteme % und %’ zugeordnet, so 
werde das Produkt 3% = % 7% als dasjenige Idealsystem erklärt, das zu Sı191ı = Bud 
gehört. Die Idealsysteme bilden dann eine mit sämtlichen T; isomorphe Gruppe. Ideal- 
systeme werden immer mit dem gleichen Buchstaben wie die Ideale, zu denen sie gehören, 
bezeichnet, nur der Index wird fortgelassen. Ist f ein Ideal aus X, so darf das zu Yf 
gehörige Idealsystem auch mit f bezeichnet werden. 

Umgekehrt möge 1 = Iıd = IX für das Ideal geschrieben werden, zu dem % 
gehört. Zür beliebige Ideale N,, kann in diesem Sinne geschrieben werden: 

ON = Ned. 

Die Begriffe „ganz“, „teilbar“, „Vielfaches“, ‚größter gemeinsamer Teiler‘, 
‚„„kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches‘‘ und ähnliche Begriffe übertragen sich in selbst- 
verständlicher Weise von den Idealen auf die Idealsysteme. Insbesondere läßt sich auch 
die Norm n?5 von % bezüglich X als das Idealsystem erklären, das zu Sr ,75 gehört. 

Es sei % ein ganzes Idealsystem; dann soll ein ganzes oder gebrochenes Ideal N;; 
zu %% teilerfremd oder prim heißen, wenn für jedes in n%5 aufgehende Primideal p von X 
die Gleichheit N. = Xı (und folglich Ni. = %) besteht. Sind Nı: und Ns, zu % prim, 
so ist es auch N und NR Ns;. Die zu 7; primen Ideale aus W zerfallen mithin in element- 
fremde maximale Teilgruppoide in dem Gruppoid sämtlicher Ideale. Mit ihnen haben 
wir es im folgenden zu tun, wir nennen sie die zu % gehörigen Abteilungen und bezeichnen 
sie mit Az. 

Hilfssatz 3. Alle zu % gehörigen Abteilungen gehen aus einer festen von ihnen durch 
Transformation mit Zahlen x aus W hervor. 

Beweis. Es sei %, eine Maximalordnung aus einer festen Abteilung A;, dann ist A, 
als die Menge der Ideale N; definiert, für welche N = \ı für alle in n% aufgehenden 
Primideale p von Ä gilt. Es sei nun {%, eine beliebige andere Maximalordnung, dann gibt 
es in den Algebren X” Zahlen «,, so daß Ya, =D ist. ®,, bezeichne das Ideal, 


dessen p-Komponenten 8}, = 1%, für pIn% und B,= 5, für p+n® sind: Es gibt 


jetzt eine Zahl x in Bı;, für die u zu 75 prim ist, und es ist für die in n?% aufgehen- 
Li 

den p auch x = Ya, und a "Ya =%. Die Ideale aus x" Azx bilden jetzt wieder 

eine Abteilung, sie enthält , und ist von A; verschieden, falls ‘%; nicht ın A; enthalten 

war. So läßt sich nach und nach die Gesamtheit der zu % teilerfremden Ideale aus W 


ausschöpfen. 


II. Definition der allgemeinen Kongruenzklassen und ihrer Führer. 
$ 3. Strahlklassen. 
Es sei % ein ganzes Idealsystem und %, eine Maximalordnung. Gilt für eine Zahl « 
aus X die Gleichung x = ß”'y, mit ß und y in $,, sind 8 und y prim zu %,%, und ist 
B = y(mod %,75), so werde 


x = I(mod’ 319) 
geschrieben und von einer multiplikativen Kongruenz gesprochen. Die Definition allge- 
meinerer multiplikativer Kongruenzen ist für das Folgende nicht erforderlich. Im Kleinen 
bedeuten solche multiplikativen Kongruenzen nichts anderes als gewöhnliche Kongruen- 
zen; gilt die obige multiplikative Kongruenz überall im Kleinen, so folgt, daß sie auch im 
Großen gilt. 
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Zwei Ideale N; ;, und Wi,i, heißen äquivalent mod %, wenn es Zahlen 


o, = A(mod’ 3,8) = 1(mod' 3,8) = 1(mod' 3,0) = 1(mod' 3,0) 


Gi, Niji.0iy an Ni ,i,0i, 


gibt. Dann ist auch 


er 
Niji, = Oi, Gr, Ni,i,0i,0;, 


Pr VRRSERG Pr es - ; . Pr En . en . 
0, 0,= 1(mod 3,8) 0, 0,= 1(mod 3,0) 0, = 1(mod’ }, 5), 0,0, = 1(mod 3,0). 


Speziell für Si, — Vi, oder Vi, = Si, sollen Nie und Ni, linksäquivalent oder rechts- 
äquivalent mod % heißen. Die Gesamtheiten mod % äquivalenter, linksäquivalenter 
oder rechtsäquivalenter Ideale werden Strahlklassen, Linksstrahlklassen oder Rechtsstrahl- 
klassen mod ‘% genannt. 

Aus einer Kongruenz x = ß(mod \,?5) mit x und ß in {, nach einem ganzen gleich- 
seitigen Ideal 75 folgt für die Normen die Kongruenz n(x) = n(ß) (mod Y,%). Ein 
ganzes Idealsystem 75 bestimmt mithin eindeutig ein ganzes Ideal f in A, so daß die Kon- 
gruenz zweier Zahlen in ‘\, mod {},?5 die Kongruenz ihrer Normen mod f nach sich zieht. 
Was für gewöhnliche Kongruenzen gilt, folgt sofort für die oben definierten multiplikati- 
ven Kongruenzen. 

?s geht in f auf, und umgekehrt geht f in n?5 auf, so daß die Gesamtheiten der in f 
und n75 aufgehenden Primideale von Ä übereinstimmen. 

In das Ideal f dürfen die unendlichen in WA verzweigten Primstellen mit auf- 
genommen werden ®), denn es gilt n(x) = 1 (mod u) für jede Zahl x aus W. 

Eine Bedingung dafür, daß ein Ideal mod 7% seiner Linksordnung linksäquivalent oder 
seiner Rechtsordnung rechtsäquivalent ist — es soll alsdann ein Mauptideal % heißen — 
gibt der folgende Satz an; daß die in ihm genannte Bedingung notwendig ist, haben wir 
soeben erkannt, daß sie auch hinreicht, wird im Abschnitt III bewiesen. 

Satzl. Es sei % ein ganzes Idealsystem in einer die Voraussetzung N erfüllenden 
Algebra%. Dann bestimmt % einen Divisor f in K derart, daß ein Ideal aus X dann und nur 
dann ein Hauptideal mod 75 ist, wenn seine Norm in K ein Hauptideal mod ıst’?). 


Eine wichtige Folgerung hieraus ist 

Satz2. Erfüllt U die Voraussetzung R, so bilden die Strahlklassen der Ideale einer 
Abteilung Az mod % ein Gruppoid 23. Ist 5 ein beliebiges Vielfaches von 5, so bilden auch 
die Strahlklassen der Ideale einer Abteilung Az mod % ein Gruppoid, es ist mit %, isomorph. 

Ideale mit gleicher Links- oder Rechtsordnung sind dann und nur dann linksseitig 
oder rechtsseitig mod % äquivalent, wenn ihre Normen in K mod f äquivalent sind. 

Folglich ist die Anzahl der Links- oder Rechtsstrahlklassen mod % in U, kurz die Strahl- 
klassenzahl mod %, gleich der Strahlklassenzahl mod in K'"). 

Den mittleren Teil des Satzes 2 nenne ich das spezielle Normenäqu iwalenzkriterium. 


8) Ein formales Produkt endlicher und unendlicher Primteiler soll ein Divisor heißen; f ist jetzt also kein Ideal 


mehr, sondern ein Divisor. 


9) Für den Spezialfall 5 = ‘X vgl. I, Satz 1. 
10) Der erste Teil wird wörtlich wie im Spezialfalle % — % bewiesen: I, S. 483—484; der zweite und dritte 


folgt unmittelbar. 
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$ A. Ein Hilfssatz über Gruppoide. 


Unter einer homomorphen Abbildung oder einem Homomorphismus eines 
Gruppoids & mit den Elementen A, B,C,... auf ein Gruppoid 2%’ mit den Elementen 
A’, B’,C’,... werde eine eindeutige Abbildung der A,B,C,... auf die A’, B’,C’,... 
mit der folgenden Eigenschaft verstanden: Existiert das Produkt A - B, und ist es gleich C, 
so existiert das Produkt A’. B’ und ist gleich C”. 

Die Elemente A’ von 2’ dürfen als die Gesamtheiten (in der Sprache der Gruppen- 
theorie: Komplexe) ıhrer Urbildelemente A,, A,,...in 2 aufgefaßt werden. Ist ein Homo- 
morphismus 7 von 2% auf ein drittes Gruppoid 2%’ gegeben, so bildet 7 die Gesamt- 
heiten der zu den einzelnen Elementen von 2’ gehörigen Elemente von 2 auf Mengen 
von Elementen von 2%’ ab; diese Elementmengen brauchen aber nicht wieder ein Gruppoid 
zu bilden, wie wenn 2, 2’, &’’ Gruppen sind. Bilden diese Elementmengen in 2’’ jedoch 
ein Gruppoid 2’, so ist es ein homomorphes Bild von 2’, und der Homomorphismus 
2% 2%’ werde von H induziert genannt. 

Ich zeige zunächst: 

Ein endliches Gruppoid 2 vom Rang r und der Ordnung o läßt sich auf jede 
Gruppe o der Ordnung or homomorph abbilden, die eine mit den maximalen in 2% ent- 
haltenen Gruppen isomorphe Untergruppe besitzt. 

Beweis. Die einer festen Einheit 5,, von 2 doppelt zugehörigen Elemente $,,,- - -, S1o 
bilden eine maximale in 2% enthaltene Gruppe P,. 2 enthält dann noch r weitere zu S,, 
links zugehörige Elemente 7,, = Sn Tı» - - , 7Tı,, so daß jedes Element von 2% eindeutig 
in der Form 77; $,;7,, darstellbar ist. Nun enthält o nach der Voraussetzung eine mit 


P, isomorphe Gruppe o, und da die Ordnung von o gleich or sein sollte, hat o in co den 
Index r. Es seien S,,...,S, alle Elemente von o, und die Zuordnung S}:— S; sei eine 
isomorphe Abbildung von P, auf o. Ferner sei 


o=oT,+:-'+oT, 
eine Zerlegung von o in rechtsseitige Nebengruppen von o. Dann ordne man dem Element 


Ti S1;Tır von 2% das Element T; 'S; T, von o zu und erhält eine homomorphe Abbildung 
von 2 auf o. 

Ein Homomorphismus von 2 auf o der soeben beschriebenen Art, bei dem also 
die Elemente von 2, die einer festen Einheit linksseitig (oder rechtsseitig) zugehören, 
auf die Gesamtheit der Elemente von o umkehrbar eindeutig abgebildet werden, heiße 
ein normaler Homomorphismus. Ein solcher wird also durch eine isomorphe Abbildung 
PÄ,>o und eine umkehrbar eindeutige Abbildung der 7}; auf Repräsentanten T; der 
rechtsseitigen Nebengruppen von o in o fixiert. Die Wahl der T,; kann in beliebiger Weise 
erfolgen. Man sieht so, daß & durch o und o (ja sogar durch o und den Index von oino) 
eindeutig festgelegt wird. Ich nenne 2, nur um für das folgende einen kurzen Ausdruck 
zu haben, das zu o und o gehörige Normalgruppoid. 


Hilfssatz 4. Ein endliches Gruppoid 2 werde durch einen Homomorphismus 7 
auf eine Gruppe o abgebildet, und o möge sich auf eine Gruppe o’ homomorph abbilden 
lassen. Dann läßt sich £ auf mindestens ein Gruppoid &’ so homomorph abbilden, daß 
der Homomorphismus / von 2 auf o einen Homomorphismus //’ von 2’ auf o’ induziert. 

Wird eine maximale in 2 enthaltene Gruppe P, auf eine Untergruppe o von o, 
und o auf eine Untergruppe o’ von o’ abgebildet, und ist F/ normal, so kann man speziell 
2’ isomorph zu dem zu o’ und o’ gehörigen Normalgruppoid wählen. 

2 ist durch 7 und o nicht eindeutig festgelegt. In der unten stehenden Abbildung 
können z.B. o’ und alle eventuell zwischen o’ und 2’ gelegenen Gruppoide die Rolle 
von 2’ übernehmen. 
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Beweis. Wie oben seien die Elemente von & in der Form T7; S1;T1r dargestellt, 
wobei die S}; eine maximale in 2 enthaltene Gruppe P, bilden mögen. H bilde P, auf die 
Untergruppe o von o ab, und die $,;7'; auf die Elemente aus den rechtsseitigen Neben- 
gruppen 07,,..., 07,, dabei sollen nur die verschiedenen Nebengruppen gezählt werden. 


E\ 


Pi 
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Abbildung. Die Pfeile bedeuten Homomorphismen, die Doppelpfeile 
bedeuten Enthaltensein. Die ausgezogenen Homomorphismen sind 
gegeben, die punktierten werden gesucht. 


Weil o homomorphes Bild von 2 ist, gilt 


Bei der Abbildung von o auf o’ mögen die 07; auf die rechtsseitigen Nebengruppen 
o’Tj,...,o’T;- abgebildet werden, auch jetzt werden nur die verschiedenen gezählt. 
Weil o’ ein homomorphes Bild von o ist, gilt 
DU c ei 1 ’ 
107 u Tı 0 Tr. 


Man ordne nun sämtlichen Elementen S7,..., $S/, von o’ und den irgendwie fest 
gewählten Repräsentanten 77,..., T; der Nebengruppen von eo’ in o’ Symbole 
S1y..4810, Til. ., Tir zu, die der folgenden Kompositionsvorschrift genügen: Die 
Produkte Ti: ST existieren, und es ist 

— Ti; Sy Sim Tin für kl 
rl or E_ —-l or ‚ li 1j im # In 
Tu 514 Tr Tu“ Sm Tin u: erklärt für k#l. 
Die 717 '81;7/: bilden dann ein mit Z homomorphes Gruppoid 2’ vom Rang r’ und der 
Ordnung 0’, und die Abbildung 7/7'81,71.> Ti”'S/T; ist ein von H induzierter Homo- 
morphismus F’ von 2’ auf o’. 
Ist 7 normal, so ist s gleich dem Rang r von 2 und 
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Dann ist auch 
’ 
ee = oTr, 
und 2%’ ist definitionsgemäß dem zu o’ und o’ gehörigen Normalgruppoid isomorph. 


$ 5. Allgemeine Kongruenzklassen. 


Wie in algebraischen Zahlkörpern definiert man allgemeine Kongruenzklassen- 
einteilungen durch Vergröberungen der Strahlklasseneinteilungen, indem man die Strahl- 
klassengruppoide 2; homomorph auf alle möglichen Gruppoide TI; mit kleinerer Element- 
zahl abbildet. 

Nach Satz 2 erzeugt die Normenbildung für die Ideale aus WA bezüglich Ä einen 
normalen Homomorphismus des Strahlklassengruppoids 2; mod % in V auf die Strahl- 
klassengruppe o; mod fin Ä. Dabei möge eine maximale in 2%; enthaltene Gruppe ©; 
isomorph auf eine Untergruppe 9; von o; abgebildet werden, so daß also 2; das zu o; 
und 9; gehörige Normalgruppoid ist. Besonderes Interesse beanspruchen die folgenden 
Kongruenzklassengruppoide TI;: Es werde o; homomorph auf eine allgemeine Kongruenz- 
klassengruppe z; abgebildet, dabei gehe 9; in die Untergruppe y; von zz; über; TI; sei 
das zu z; und y; gehörige Normalgruppoid, das nach Hilfssatz 4 ein homomorphes Bild 
von 2%; ist und durch die Normenbildung normal homomorph auf r; abgebildet wird. 
Ein solches Gruppoid TTz soll normgebunden heißen, weil für es das „allgemeine Normen- 
äquivalenzkriterium“ (s. u.) gilt. 

Die Definition der Begriffe „äquivalent hinsichtlich TTz“, ‚linksäquivalent hin- 
sichtlich TIz“, usw. ist selbstverständlich und braucht nicht im einzelnen durchgeführt 
zu werden. Ein Analogon zu dem Begriff der Idealgruppe in Zahlkörpern, als der Gesamt- 
heit der Hauptideale hinsichtlich der vorliegenden Kongruenzklasseneinteilung, existiert 
im Hyperkomplexen i. a. nicht. 

Als Folge der Definition der Normgebundenheit ergibt sich 


Satz 3. Werfülle die Voraussetzung R. Dann definiert die Normenbildung bezüglich 
K einen normalen Homomorphismus eines jeden normgebundenen Kongruenzklassen- 
gruppoids TIz in A auf eine Kongruenzklassengruppe n; in K. Umgekehrt gibt es zu jedem 
; genau ein normgebundenes TI; mit dieser Eigenschaft. 


Ideale in U mit gleicher Linksordnung (oder Rechtsordnung) sind dann und nur 
dann linksäquivalent (oder rechtsäquivalent) hinsichtlich eines normgebundenen TIz, wenn 
ihre Normen in K hinsichtlich des zugehörigen nz; äquivalent sınd. 


Den zweiten Teil dieses Satzes nenne ich das allgemeine Normenäquivalenzkriterium. 
Es weist eine gewisse Ähnlichkeit mit dem Zerlegungsgesetz der Klassenkörpertheorie auf: 
Die Gruppe x; beschreibt nämlich erstens die Zerlegung der Primideale in dem zu z; 
gehörigen Klassenkörper P/K und zweitens die Verteilung der Ideale gegebener Norm 
auf die Kongruenzklassen hinsichtlich TI; in X; in beiden Fällen kann man also innere 
Eigenschaften (von P und W) bereits in Ä mittels der Gruppe rn; übersehen. Vielleicht 
läßt sich neben dieser formalen Analogie ein direkter Zusammenhang zwischen dem 
Zerlegungsgesetz der Primideale in P/K und dem Äquivalenzverhalten der Ideale in X 
hinsichtlich TTz herstellen, etwa vermittels der Noetherschen Gebietseinteilungen, indem 
man P als einen kommutativen Unterkörper von X nimmt und x; als die Gruppe festlegt, 
für die P/K Klassenkörper ist. Dann dürfte die Vermutung nahe liegen, daß die noch 
unbekannten Zerlegungsgesetze der Primideale in nicht-abelschen Oberkörpern P/K 
mit den nicht normgebundenen Kongruenzklassengruppoiden in WX zusammenhängen. 
Daß es solche gibt, ja daß die Normgebundenheit einen Ausnahmefall darstellt, erkennt 
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man leicht, wenn man beachtet, daß nach $4 jedes Gruppoid auf eine i. a. nicht-abelsche 
Gruppe homomorph abbildbar ist, und daß eine nicht-abelsche Kongruenzklassengruppe 
in X niemals durch Normenbildung bezüglich X normal homomorph, d.h. bei Gruppen 
isomorph, auf eine Kongruenzklassengruppe in X abbildbar ist, da letztere abelsch sein 
muß. 

Es bleibt jetzt nur noch die Definition der Führer übrig: Mit einer Verteilung der 
Ideale einer Abteilung Az auf die Kongruenzklassen hinsichtlich eines beliebigen TT;, 
d.h. auf die einzelnen Elemente von TT;, ist nach Hilfssatz 3 eine isomorphe Kongruenz- 
klassenverteilung aller übrigen Abteilungen mitgegeben. Sind zwei in der beschriebenen 
Art erklärte Kongruenzklassengruppoide TI; und TI} vorgelegt, und verteilen sich die 
Ideale einer Abteilung Az auf die Elemente von TT; und IT; in gleicher Weise, so heißen 
diese Gruppoide gleich: TI3z = TTz. TTz ist dann außer durch & noch durch &’ erklärbar, 
und man zeigt genau wie im Falle algebraischer Zahlkörper, daß TT;z auch nach dem größten 
gemeinsamen Teiler von % und % erklärbar ist. Der größte gemeinsame Teiler aller 
Idealsysteme, nach dem ein bestimmtes Kongruenzklassengruppoid erklärbar ist, heißt 
sein Führer. 

Satz 4. U genüge der Voraussetzung R. T sei die (als Idealsystem aufgefaßte) Relativ- 


> 


differente von X bezüglich K. Sind dann 75 und f die Führer zweier durch Satz 3 einander 
i .,% i 
zugeordneter Kongruenzklassengruppoide TIz und m; in A und K, so ist S der größte 


zu | prime Teiler von T. 
Der Beweis wird auf den letzten Abschnitt ($ 18) verschoben. 


III. Beweis des speziellen Normenäquivalenzkriteriums. 
$ 6. Vorbereitung auf den Beweis. 

Es handelt sich in diesem Abschnitt um den Beweis des Satzes 1; und zwar braucht 
nur noch gezeigt zu werden (s. die Vorbemerkung zu Satz 1), daß seine Bedingung hin- 
reicht, also: Haben % und f die Bedeutung wie in $3, und ist M,, ein zu % primes Ideal 
in X mit nM,, = (m) und m =1 (mod' f), so ist es in der Form M,, = ızı mit u == 1 
(mod' %,75) darstellbar. 

Beim Beweis dieser Tatsache kann man zunächst zwei Vereinfachungen vor- 
nehmen: 1) % ist ein Teiler von f, man braucht mithin nur eine Darstellung WI, = N / 
mit «=1 (mod' %,f) anzugeben (bei der Bildung {,f brauchen und können nur die 
endlichen Primteiler von f berücksichtigt werden). 2) Ist n das in Hilfssatz 1, G) genannte 
Ideal, so kann man die Behauptung auf den Spezialfall reduzieren, daß M,, ganz und zu 
n teilerfremd ist, und in die folgenden zwei Behauptungen aufspalten "): 

Hilfssatz 5. Es sei m eine Zahl aus A und m = 1 (mod' f), dann gibt es für jede 
Maximalordnung {%, von X eine Zahl « der Norm m mit „u = 1 (mod’ Yıf). Jız Ist dann 
ein Hauptideal mod f der Norm (m) und der Linksordnung \\;- 

Hilfssatz 6. U erfülle die Voraussetzung N. Zwei ganze zu n und f prime Ideale 
mit gleicher Norm und Linksordnung sind mod f linksäquivalent. 


Zur Vorbereitung auf den Beweis dieser Hilfssätze dient 
Hilfssatz 7. Es sei p ein Primideal in X und a eine beliebige natürliche Zahl. m sei 


eine Zahl in X”, die der Kongruenz m = 1 (mod p") genügt. Dann gibt es ein irreduzibles 





11) Vgl. die gleiche Reduktion im Falle $ = %: I, $. 488. Der Beweis verläuft also ganz so wie im Spezialfalle 
=, 


3u* 
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Polynom n-ten Grades f(x) mit ganzen Koeffizienten in K”, deren oberster 1 und deren 
unterster (— 4)"m ist, welches den Bedingungen 


1 [d’f(a) 


(1) a ||, = 0 (mod per») (=0,...n) 


= 


genügt. 
Beweis. Es sei Z’ der unverzweigte zyklische Oberkörper n-ten Grades über K”. 
I) Ich weise in Z’ zunächst eine Zahl u mit nyu,g(4) =m und „= 1 (mod p") nach. 
Dazu setze ich u, = 1 und bestimme w3,, 3, ... der Reihe nach so, daß 


MHZ (mod y) ’ N zw gp(4;) —-m (mod p“) 


ist. Dann existiert lim w, = u, und es ist nz» „u(a) =m und „= u, =1 (mod p*). 


1% 


Es seien bereits z,,.. ., 7, so gefunden, und es soll «,,, konstruiert werden. Da 


Z’/K” unverzweigt ist, enthält Z” sicher eine Zahl ı, deren Spur bezüglich X” zu p teiler- 
fremd ist. p sei eine genau einmal durch p teilbare Zahl in X”. Ich setze nun 
1, = a,(1 + zp“ı) mit einer ganzen Zahl x aus K*. Es ist 


N zuge) EN ogola,) (1 + ap“ Spurz,go(e)) (mod pr@+»). 
Wird nun x so bestimmt, daß 


m 


mod pati+1) 
N zw, go 14;) ig 





1 + 2p“ Spur zp gl) = 


ist, so erfüllt «,,, die verlangten Bedingungen. Und wegen 
m h 
vie 
und p + Spur,»,„»(t) ist diese Kongruenz wirklich lösbar. 

2) Jetzt zeige ich, daß es sogar ein u in Z” gibt, das diesen Bedingungen genügt 
und darüber hinaus vom Grade n über K* ist. Es bedeute ı,,.... .,, eine Basis der ganzen 
Zahlen von Z* bezüglich X” und $ ein erzeugendes Element der Galoisschen Gruppe von 
Z’/K". Es werde 

E=1+ p"2us 


gesetzt, und den x; solche ganzzahligen Werte in K” erteilt, daß 
Ua) 1 4 


mit einer (einstweilen beliebigen) natürlichen Zahl g und _ =1,2,...,n —1 gilt. 
Es gebe gerade n’ Zwischenkörper zwischen K” und Z” inklusive. Dann ist 


FT u) u Kr(e"® u) 


mit O<r<n’+ 1 (Schubfachschluß!). Die Gruppe von Z” über diesem zwischen K” 
und Z” gelegenen Körper werde durch 5’ erzeugt. Folglich ist 


ae vun 1. 


Setzt man nun g=(n’+1)!, so ist wegen O<n’+1—r<sn’ +1 auch 


gU-A-5) _ 4 


’ 
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X 
N) 
SI 


nach der Voraussetzung über & muß dann $’ = 1, also 


Kl 9 u) 2 z» 


. 1—S 
sein. u’ = 


(mod p*). 


hat die Norm m und den Grad n bezüglich A”, und es gilt u’ = 1 


3) Jetzt sind auch alle zu «’ bezüglich AÄ* konjugierten Zahlen u’ ganz und kon- 
gruent 1 mod p”. Setzt man f(x) = II (x — u!), so verifiziert man 








1 d’f(2) au(n—i) 
a "u 0 (mod p R 
indem man die Identität 
x +1) = 2: e « /(#) = a — a 3 (u —1) + + (1) Tu —1) 
ı! dx! ı-1 ı ı 








benutzt. /(x) erfüllt mithin die verlangten Bedingungen. 


$ 7. Existenz von Hauptidealen mit vorgeschriebener Norm und Linksordnung. 

Jetzt beweise ich den Hilfssatz 5. Für jedes in f oder in der Relativdiskriminante 
d von X bezüglich K aufgehende Primideal p von Ä sei f(x) = f,(x) das in Hilfssatz 7 
konstruierte Polynom, die ebendort genannte Zahl a = a, sei gleich 0, wenn p nur in d 
und nicht in f aufgeht, sonst dadurch bestimmt, daß p"® = f” ist. Ferner sei h, < na, 
und so groß, daß jedes Polynom f(x), das der Kongruenz 

(2) /(#) = ],(2) (mod p'®) 
genügt, in K” irreduzibel ist (vgl. Hilfssatz 2). 

Nach Hilfssatz 1, D) gibt es ein Polynom f(x), das (2) für alle pdf erfüllt und des 


weiteren die Bedingungen a), b) in Hifssatz 1. Dann ist wegen (2) auch e) erfüllt, und 
nach Hilfssatz 1, A) enthält A eine Wurzel u’ von f(x) = 0, die Norm von u’ ist m. 


Für alle plf ist «’ über X” ganz algebraisch, es gibt also in X Maximalordnungen 
3; , so daß w’in %} liegt. Die %, bestimmen nun eine Abteilung A, im folgenden Sinne: 
v p p ' 


Es gibt mindestens eine Maximalordnung \, in X, so daß für alle diese p die Gleichheit 


y = di, besteht, und , ist genau in einer Abteilung A, enthalten. Ist \\, eine beliebige 


ap 
Viy 


andere Maximalordnung mit , = so ist sie in derselben Abteilung A, enthalten; 


Az ıst also eindeutig festgelegt. 


Nun sei {}, eine feste Maximalordnung, und die Abteilung, in der sie enthalten ist, 
kann nach Hilfssatz 3 in der Form a-!A;x angesetzt werden. Man ersetze „’ durch 


—_ a u'a; a genügt ebenfalls der Gleichung f(x) = 0, und a ist in {, enthalten. 
Es bezeichne jetzt (Z4p)’ die größte Potenz von Xp derart, daß 
„=1 (mod (Zip)'») 
ist. Ich behaupte b, > a,. Voraussetzungsgemäß ist nämlich 
und in der Gleichung 


Ha) = fl) Fa — N) fFU)+ --+ta—N"=0 
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sind die einzelnen Glieder der Reihe nach von links nach rechts durch 
ap ap ay(n—1)+b ap ay+b,(n—1 A b 
EEE RT 


teilbar, das letzte aber auch durch keine höhere Potenz von {ıp. Da aber die niedrigste 


Potenz von {}p mindestens zweimal als Teiler auftreten muß, kann nicht b, <a, sein. 


Nun war p’® = f” vorausgesetzt, es ist also „=1 (mod Xıf) für alle pf; daraus 
folgt „=1 (mod’ Yıf)- 

Als ein später zur Anwendung kommendes Nebenergebnis dieses Beweises formu- 
liere ich 

Hilfssatz 8. Es sei p ein Primideal in X, a eine natürliche Zahl und {}, eine Maximal- 
ordnung in X. z sei eine Zahl aus X und Wurzel einer Gleichung f(x) = 0 in Ä, die der 
Bedingung (1) (in Hilfssatz 7) genügt. Liegt dann „ in X}, so ist 


u =1 (mod' J,p°). 


$ 8. Aquivalenz von Idealen mit gleicher Norm und Linksordnung. 
Es folgt jetzt der Beweis des Hilfssatzes 6. M;;, und Mi;;, seien zwei Ideale mit 
gleicher Norm und Linksordnung ‘, = Si, = RR Sie seien ganz und zu f und zu ıt prim. 


M,;, - Pı;, Piz, ne P_i’ 
u Te Ya 90 
a ” ’ 
mit, N ig, Pr Sei eine Zerlegung von ihnen in unzerlegbare Faktoren. 


Der Nachweis, daß W;;, und Mı;, linksäquivalent mod f sind, Knüpft an den Hilfs- 


satz 1, GC) an. Hiernach sind diese Ideale jedenfalls linksäquivalent im gewöhnlichen 
Sinne. Um zu zeigen, daß sie auch mod f linksäquivalent sind, wähle man A und T in 
Hilfssatz 1 zur Diskriminante d von X und zu f prim. Es seim =1; 1,(2), a,, h, mögen 


die Bedeutung von $ 7 behalten. Die p, gehen nach der Voraussetzung nicht in df auf; 
und so kann man nach Hilfssatz 1, D) Polynome f,(x) finden, die den Bedingungen a), 
b), d), e), f}, g) in $ 1 und den Kongruenzen (2) in $ 7 für alle pjdf genügen. Dann ist 


A 


auch c) erfüllt, und nach Hilfssatz 1, C) enthalten die Linksordnungen }, von Pu, 
solche Einheiten e;, daß 


Mıi, = Mi, ...f£y 
ist. Wegen der Konstruktion der /,(x) gilt nach Hilfssatz 8 e, = 1 (mod' Vi, f), und da M,;, 


zu f prim sein sollte, ist 5, = 3, =...={}, für jedes pjf. Also ist 
a 


er +e,=1 (mod' }, f), 


und damit sind Mı;, und M;;, als linksäquivalent mod f nachgewiesen. 


IV. Der Normensatz für die arithmetische Progression. 
$ 9. Das Kongruenzverhalten der Einheiten nach gleichseitigen Idealen. 


Es sei % ein ganzes Idealsystem, & eine Zahl aus einer Maximalordnung {},, und 
n(x) sei mod ‘},?5 einer Einheit aus Ä kongruent. Dann gehört das Ideal nf,& in Ä zum 
Strahl mod f, wobei f die Bedeutung von $3 haben möge. Nach Satz 1 läßt sich dann %,& 
in der Form %,$ mit $ =1 (mod %,%) schreiben. Es gibt mithin eine Einheit e in %,, 
für welche x = eß ist. Wegen $ =1 (mod %,%) ist e=x (mod %,%). Das ergibt den 
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Hüjfssatz 9. U erfülle die Voraussetzung R. % sei ein ganzes Idealsystem aus 
und & eine solche Zahl aus einer Maximalordnung {, von X, für die n(x) mod %,% einer 
Einheit aus X kongruent ist. Dann enthält %, eine Einheit e=x (mod J,%). 

Die Untergruppe der Einheiten e = 1 (mod \,%) bilden in der ganzen Einheiten- 
gruppe €, von |, eine invariante Untergruppe G;;, ich nenne sie (in Anlehnung an die 
Bezeichnungsweise für ebenso gebildete Untergruppen der Modulgruppe) die zu % ge- 
hörige Hauptkongruenzuntergruppe. 

Die Faktorgruppe Ez = E,/C,z ist von {},, ja sogar weitgehend von A unabhängig. 
Sie bestimmt sich nämlich allein aus dem Verhalten von X an den in n% aufgehenden 
Primidealen von Ä; und zwar ist sie mit der multiplikativen Gruppe derjenigen Rest- 
klassen von {\, mod ‘},7% isomorph, deren Normen bezüglich A Einheiten aus Ä enthalten. 


$ 10. Existenz von Zahlen mit vorgeschriebener Norm in einer arithmetischen Progression. 


Es seien x und %,, eine Zahl und ein Ideal aus X. Die Gesamtheit der Zahlen 
&=x (mod N,,) möge eine arıthmetische Progression heißen, und der nun folgende Satz 
der Normensatz für die arithmetische Progression: 


Satz 5. W erfülle die Voraussetzung R, u bezeichne das Produkt der unendlichen in 
U/K verzweigten Primstellen von K. Es sei |, und 7%,, eine Maximalordnung aus X und 
ein ganzes gleichseitiges Ideal für |,. x und b seien Zahlen aus |, und K, und es gelte 


b=n(x) (mod 5,1); d=n(a) =1 (modu). 
Dann enthält \, eine Zahl ß mit 


P=x (mod Fı), n(P)=b. 

Aus diesem Satz kann man leicht alle bisher zur Sprache gekommenen Sätze aus 
der Arithmetik der hyperkomplexen Systeme herleiten. Nämlich 

1) den Normensatz !?); 

2) die in Hilfssatz 9 ausgesprochene Existenzaussage für die Einheiten aus einer 
Maximalordnung, ja sogar eine Verschärfung von ihr, indem man erstens x in \\, annimmt, 
zweitens voraussetzt, daß n(x) mod %,, einer Einheit e aus A kongruent ist, und drittens 
b=e wählt; 

3) das Normenäquivalenzkriterium. — Beweis etwa so: M,, sei ein ganzes Ideal 
der Norm (m) mit m =1 (mod f), wenn f der in $ 3 dem Idealsystem % zugeordnete 
Divisor aus Ä ist. Man schreibe M,, in der Form M,» = [Yı%, Iım 5] als größten gemein- 
samen Teiler zweier Ideale ,x und \,m?5 mit x = 1 (mod },75) und n(x) = m (mod’ m) 
und setze m und m an Stelle von b und %. Dann gibt es nach Satz 5 eine Zahl ? in \ı 
mit ?=x (mod Ym), B=x =1 (mod Y%), n(ß) = m; ß liegt wegen der ersten Kon- 
gruenz in M;s, und wegen (n(ß)) = (m) = nM;, ist M,. = Yıß, also ist M,, ein Haupt- 
ideal mod %. 

Beweis des Satzes 5. Ist % eine so große Potenz von %, daß kein in n?y aufgehendes 


Primideal von K in n(x) öfter aufgeht als in n%, ist ferner B. = [Xı%, I ] und 
n(x) 


18% = Bis Bag, SO ist B,, ganz und zu % prim. Dann ist auch u. n®,, ganz und zu % 
12 


prim, und das gleiche folgt aus der vorausgesetzten multiplikativen Kongruenz 


b=n(a) (mod’ %,) 





12) Frühere Beweise für den Normensatz: H. Hasse und O. Schilling, Die Normen aus einer normalen Divisions- 
algebra über einem algebraischen Zahlkörper, Journ. reine u. angew. Math. 174 (1936), S. 248—252, H.Maaß, 
Beweis des Normensatzes in einfachen hyperkomplexen Systemen, Abh. math. Sem. Hansische Univ. 12 (1937), 
S. 64—69. M. Eichler, I, Satz 3. 
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für nn ja n®,, und 22 sind deshalb sogar mod f äquivalent, wenn f die gleiche 
12 12 
Bedeutung wie in $3 hat. Nach Satz 2 ist jetzt ein ganzes Ideal @,, mit der gleichen 


Linksordnung wie 3,, und der Norm mit B,, mod % linksäquivalent. 


b 
NBjs 
Also ist erstens B,,0,; = ıß, ein ganzes Hauptideal, zweitens 


he = Ba = ir, 
und /, so wählbar, daß a-!ß,=1 (mod' 3%) gilt, also, weil %,% und ıß, ganz 
sind, 
(6) x=ß, (mod 033%); 


und drittens ist 


e 


n(Po) _ 
b 


eine Einheit in Ä. 

Ist e=1 (mod 3%) eine Einheit der Norm e in %;, so folgt für $# = ßye=" erstens 
n(ß) = b, und zweitens nach (3) ß = ß, = x (mod x°%;%), und hieraus wegen \; = a 11% 
sogar P=x (mod \},%), also hat f die verlangten Eigenschaften. 

Zur Konstruktion eines solchen e wird an Hilfssatz 1, B) angeknüpft. Zunächst 
lege man die dort genannte Zahl R fest, und zwar nehme man sie zu f und zur Relativ- 
diskriminante d von W/Ä als teilerfremd an. Dann nehme man eine Hilfszahl y mit 


y=4A (mod %%), n(y)=e (mod R”). 
Nach Hilfssatz 9 enthält %; eine Einheit e, =y (mod %, R"%). Ist e, eine weitere Einheit 


mit & = 1 (mod 375) und n(e,) = le’ so hat e = e,e, die verlangten Eigenschaften. 
1 


Zur Bestimmung von e, ist zunächst 


IE 0 a MR n(y) == x R" 
n(&) ee a n(&) ne) ı (med a) 


zu beachten. Unter Benutzung von f kann man diese Kongruenzen so schreiben: 


(4) 


e e 


Nun setze ich - E gr m und konstruiere &, nach dem schon mehrfach angewandten 
e 
Schema: Für alle Primteiler p von f und der Relativdiskriminante d von W/A bedeute 


/,(x) das in Hilfssatz 7 konstruierte Polynom, die Zahlen a, und Ah, sollen die gleiche 


Bedeutung wie in $ 7 haben. f(x) erfülle die Bedingungen a), b), d), e) in Hilfssatz 1 
und die Kongruenzen (2) für alle p|df — wegen (4) sind sie erfüllbar — dann ist wegen (2) 
auch e) erfüllt, und %, enthält nach Hilfssatz 1, B) eine Wurzel e, von f(x) =0. Nach 
Hilfssatz 1, A) ist n(&,) = m, &, ist also von selber eine Einheit, weil m eine Einheit ist, 
und aus Hilfssatz 8 folgt e, = 1 (mod %,%). Damit ist der Satz 5 völlig bewiesen. 


—=1 (mod R*). 


$ 11. Der Euklidische Algorithmus. 


Ich definiere: In X gelte der Euklidische Algorithmus mod u, wenn es zu je zwei 
ganzen Zahlen a und db mit a=b=1 (mod u) zwei weitere ganze Zahlen c und d mit 


a=be+d, |N(d)| <|N(b)|%), d=1 (mod u) 
(oder d=0) gibt. 


1) N bedeutet die Norm von K bezüglich des rationalen Zahlkörpers K,; die Norm von N bezüglich K, be- 
zeichne ich mit An. 
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Satz 6. W erfülle die Voraussetzung R. In jeder Maximalordnung von X gilt der 
Euklidische Algorithmus (linksseitig und rechtsseitig), wenn in K der Euklidische Algo- 
rithmus mod u gilt. 


Beweis. Unter der gemachten Voraussetzung hat Ä die Strahlklassenzahl 1 mod u !*), 
dann hat A nach Satz 2 die (absolute) Idealklassenzahl 4. Sollen nun in einer Maximal- 
ordnung ‘|, von V zu zwei Zahlen x und ß zwei andere y und ö mit 

x«=ßy+6, |Nn(ö)| <|Nn(P)|"®) 


gefunden werden, so darf man vorher x und ß durch den größten gemeinsamen Links- 
teiler teilen, oder man darf voraussetzen, daß x und ß linksseitig teilerfremd sind. Es 
gibt dann in ‘}, eine Zahl y, so, daß x, = x — Py, und n(ß) teilerfremd sind; mithin 
darf man auch gleich von vornherein x und n(ß) als teilerfremd annehmen. 


Voraussetzungsgemäß gibt es jetzt in Ä eine ganze Zahl d mit 
(5) d=n(ax) (mod n(ß)), 
d=1 (mod u), N(d)| <|Nn(ß)|, 


und weil x und n(ß) teilerfremd sind, ist (5) zugleich eine multiplikative Kongruenz. 
Nach Satz 5 enthält dann %, eine Zahl ö mit 


n(6)=d, ö5=x (mod },n(P)). 
Da P,}ı in n(P) %, aufgeht, gibt es eine Zahl y in {},, so daß 
a=Py+ 6 
ist, und es war |Nn(6)| = |N(d)| < |Nn(ß)!. 
An den Beweis darf die Vermutung geknüpft werden, daß in den Maximalordnungen 
von X unter Umständen auch dann der Euklidische Algorithmus gelten kann, wenn er 
in K nicht gilt. Jedenfalls wird die praktische Durchführung des Divisionsverfahrens 


bei geeigneter Wahl der Hilfsgrößen a, (die bei dem Endergebnis jedes einzelnen Schrittes 
ja herausfallen) meist bereits nach wenigen Schritten zum Ziel führen. 





V. Die Z-Reihen und ihre Funktionalgleiehungen °). 
$ 12. Definition der L-Reihen und ihr Zusammenhang mit den L-Reihen des Zentrums. 


Die Ideale einer Abteilung A; seien auf die Elemente eines normgebundenen Kon- 
gruenzklassengruppoids TI; mit dem Führer % verteilt, und x; sei die TI; vermöge Satz 3 
zugeordnete Kongruenzklassengruppe in Ä mit dem Führer f. Es sei y ein Charakter 
von z;, dann definiere ich einen Charakter X =X(y) von TI; durch die Festsetzung 


(6) X(Mix) = nMir:). 


14) Man braucht nur zu zeigen, daß es zu jeder ganzen Zahl a aus K eine Einheit e= a (mod u) gibt. Das 
geschieht so: Es seien b und c zwei weitere ganze Zahlen aus X mit b= c= a (mod u), und b sei zu a teilerfremd. 
Dann ist «=ace=b’—=be=1(modu). Durch Anwendung des Euklidischen Divisionsverfahrens mod u auf a’ 
und b’ erhält man eine Zahl d= 1 (mod u) als größten gemeinsamen Teiler von a’ und d’. Es ist also (d) = (ce); d ist 
dann das Produkt von c mit einer Einheit e, und es gilt e= a (mod u). 

15) In diesem Abschnitt setze ich die Arbeit von K. Hey, Analytische Zahlentheorie in Systemen hyperkom- 
plexer Zahlen, Diss. Hamburg 1929 (zitiert mit H) voraus. Vgl. dazu auch M. Deuring, Algebren, Ergebn. d. Math. 
4,1, Berlin 1935 (zitiert mit D). Die Untersuchungen der $$ 14—17 hier schließen sich daneben eng an die bekannten 
Arbeiten von Hecke über die Funktionalgleichung der L-Reihen für algebraische Zahlkörper an. 

Die Resultate dieses Abschnittes gelten sämtlich bis auf $13 auch für total definite Quaternionenalgebren, 
welche also die Voraussetzung R nicht erfüllen. Man beachte nämlich, daß hier von den Ergebnissen der früheren 
Abschnitte nur die Teilaussage des Satzes 2 benutzt wird, daß die Normen von mod % äquivalenten Idealen in X mod | 
äquivalent sind, und diese gilt unabhängig von der Voraussetzung R. Trotzdem lasse ich diese Voraussetzung auch 
jetzt nicht fallen, um einen bequemeren Anschluß an das Frühere zu haben. 

Journal für Mathematik. Bd. 179. Heft 4. al 
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Sind Mi, Mir zwei Ideale aus Az, und existiert das Produkt MıM;r, so ist 
X Ma) Mr) = MaMer)- 
Ist 7 der zu x konjugierte Charakter, so setze ich 
X(Mx) = Zn Mi). 
Aus 77 = 1 folgt dann XX =1. 

Die Komplexe der Klassen ?,,%,,... von zz, für welche y(x,) = x(2,) =: -- 
gleich ausfällt, bilden eine durch % eindeutig bestimmte zyklische Kongruenzklassen- 
gruppe z,; sie ist ein homomorphes Bild von z;. Ihr Führer heißt der Führer von y, 
er wird mit f, bezeichnet. Ist dann IT, das nach Satz 3 zu 7, gehörige Kongruenzklassen- 


gruppoid in A, so soll dessen Führer der Führer von X heißen und mit %, bezeichnet 
werden. Wenn %, = & und f, =f ist, so heißen X und x eigentliche Charaktere mod 5 
und f. 

j ist bekanntlich das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der /, für alle Charaktere x 


von zz;, weil Klassen von z; dann und nur dann gleich sind, wenn sie für alle Charaktere 
von z; den gleichen Charakterwert haben. Ebenso sind nach Satz 3 Klassen von TI; 
dann und nur dann gleich (und zwar muß man sich hier auf Klassen mit einer festen 
Links- oder Rechtseinheit in TI; beschränken), wenn sie für alle Charaktere von TIz 
den gleichen Charakterwert haben. Also ist auch 75 das kleinste gemeinschaftliche Viel- 
fache der %, für alle Charaktere X von TT,. Man braucht den Satz 4 mithin nur noch für 
Führer von Charakteren zu beweisen. 


Ich setze nun 
(7) L(s, X, K) — IX(Mı;) |INnMu |" 10). 


wobei $t eine Linksklasse oder eine Rechtsklasse für eine Maximalordnung {\, bedeutet 
und M;; alle ganzen Ideale dieser Klasse durchlaufen möge. Wird über alle Linksklassen 
oder Rechtsklassen für \}, summiert, so erhält man die nur noch von X abhängige L- Reihe 


(8) L(s,X) = &L(s, X, 8) = IX(Mı:) | NnMı|”, 


wo jetzt rechts über alle ganzen Linksideale oder Rechtsideale für {, zu summieren ist. 


Zum Hauptcharakter y=1 modf gehört der Hauptcharakter X=1A mod %, 
und L(s, 1) = Z(s) ist die Zetafunktion von VW. Ebenso wie sich Z(s) als ein Eulerprodukt 
schreiben läßt, ist auch L(s,X) ein Eulerprodukt 


L(s, X) -I1 Ly(s, X) ’ 


und die L,(s, X) lassen sich genau wie die p-Beiträge zu Z(s) berechnen !”), wenn man nur 
die Definition (6) von X beachtet: 


Int» Fr 18 —ey(0 ntil:nyt-- +ky-Vng,—ı) 


L(s,%) =, 2, 2 Np| 
1 Er 
= 1 2) Ip, 
dabei bedeutet A, und e, Kapazität und Verzweigungsgrad des p teilenden Primideals 
in WM. Setzt man 


(9) Ks, 2) = 2 ylm) INm|T”, 





*) An Stelle der n-ten Potenzen der mittels der Hauptgleichung gebildeten Normen könnte man hier die 
Normen im Sinne der charakteristischen Gleichung nehmen, wie es sonst üblich ist. 
17) Vgl. H, S.5—8. D, S. 129—130. 




















Eichler, Kongruenzklasseneinteilungen der Ideale einfacher Algebren. 243 


summiert über alle ganzen Ideale m aus X, so ist 


n—1 


Ei . TI (1 2) N) 
(10) L(s, x) = [Uns —i,y) frz Die 


(zo) N) 


, 


wenn d die Diskriminante von X bezüglich X bedeutet. Dies ist die erste Funktional- 
gleichung für L(s, X). 


$ 13. Die Residuen der Zetafunktionen für die einzelnen absoluten Idealklassen von W. 


In diesen Zusammenhang gehört ein Satz, der zwar weiter unten keine Rolle mehr 
spielen wird, der aber doch erwähnenswert scheint. 

Satz 7. A genüge der Voraussetzung R. Es seien S,..., Rn sämtliche absoluten 
Links- oder Rechtsidealklassen für eine feste Maximalordnung X, von X. Dann haben die 
Zetafunktionen 

Z(s, 8) = 3 |Nn Mil", 
summiert über alle ganzen Ideale Mı; aus 8;, beis = 1 alle das gleiche Residuum. (Dieses 
hängt dann bekanntlich auch nicht einmal mehr von \, ab, sondern ist eine Invariante von X.) 

Beweis. Es bedeuten %,,..., %, alle Charaktere der Strahlklassengruppe mod u 

in K. Für 4; =X(x;) ist dann nach (6) und dem Normenäquivalenzkriterium 
h 
(11) Ls,%,) = 8 zilti) Zis, 80), 


wenn f; die Strahlklasse mod u in Ä bedeutet, welche die Normen der Ideale der Klasse $}; 
aus X enthält. Nach (10) folgt aus der Regularität der /(s, z;) außer für den Haupt- 
charakter x, =1, daß die L(s,X;) außer für X, =1 bei s = 1 regulär sind. Daher ist 
nach (11) 


h 
lim . (s— 1) L(s, 1) = lim (s— 1) „,t) L(s,X,) = lim (s — 1) Z(s, 8), 
sl s—1 u s—1 


woraus sich die Behauptung ergibt. 


$ 14. Komplementäre Basen. 


Zur Herleitung der zweiten Funktionalgleichung für L(s,X) bedarf es einiger Vor- 
bereitungen über komplementäre Basen ($14), Gaußsche Summen ($15) und Theta- 
funktionen ($ 16). 

Zunächst etwas Bekanntes!?). X, sei der rationale Zahlkörper, der lineare Rang 
von X über K, seim. NR,, sei ein beliebiges Ideal von VA und »,,.. ., ?„ eine Basis von 


Ns bezüglich Ko. Bezeichnet $ die reduzierte Spur von W bezüglich Au, so werden 
durch die linearen Gleichungen 


ı Te su 


vn En lo für i+k 


weitere m Größen »; eindeutig definiert, und es ist 


nn Br 
Ne = [rı, ... I) Ned = Dir Wır 


das zu Niz komplementäre Ideal; dabei bedeuten ®,, und Ds, die Differenten der Links- 


18) Vgl. D, $. 83-87. 


31* 
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und Rechtsordnung von Wa. Speziell ist % = Du, und nach (12) sind die Spuren 
aller Zahlen aus Di, ganz. 


Es sei £ eine beliebige Zahl aus W, aber kein Nullteiler. Es gibt rationale Zahlen 
2, Tr so, daß 


(13) = = Ur, Mi = z Tik Vk 


ist... Bedeuten 


(14) v= Sun, = Ivn 


ö ze s . ° u : 
mit Veränderlichen n; die IIEISINEONR Zahlen aus Ni2 und NWı2 , so sind 


(15) Er) = = E Lk n), I* ve ‚= = an) 
definite quadratische ae in den n;. 

Hilfssatz 10. Von den Formen f(£v) und f*(#&”") ist jede die reziproke der anderen; 
ihre Determinanten sind | Nn(£) |” und | An(&) |", 

Beweis. Es bezeichne F die Koeffizientenmatrix der Form f(&v). Die zu einer 
Matrix X spiegelbildliche werde mit X’ bezeichnet. Nach (13), (14), (15) ist 

F = (zu) (2). 

Die Determinante |x;.| ist bekanntlich gleich der Norm von & im Sinne der regulären 
Darstellung von X, also gleich Nn(£)"; mithin ist | F| = | Nnt&) |”. 

Die Matrix der zu f(&v) reziproken Form ist 

(16) FT = (zu) (zu) 
Nach (14) und (12) ist 


Sen) = (Zr ann) = En) (an) =! 


das bedeutet 


ıi für ı =/, 
0 für i =#|I, 


also nach (16) 
F’ = (äu)' (zu), 


und dies ist nach (13), (14), (15) die Koeffizientenmatrix von f*(»£"'). 


$ 15. Gaußsche Summen. 
Es sei ‘5 ein ganzes Idealsystem und X ein eigentlicher Charakter mod %. 


(17) p=Zvir; 
sei eine veränderliche Größe in %; für die Zahl » in (14) gilt dann nach (12) 
(18) Snn =S(vo) = S(oP). 
Es werde noch zur Abkürzung 
(19) gt — Ne 
gesetzt. 
Hilfssatz 11. Man setze 
(20) GP, R2,X) = = X(FRı120) ee, 


wobei o ein Restsystem von N; % mod NR, durchlaufen möge. Liegt v in N, , so ist 
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erstens G(?, N,,,X) von der speziellen Wahl des Restsystems unabhängig definiert. 
Zweitens gibt es eine nur von X und X abhängige Zahl G(X), so daß 


(21) GV, R,X) = XUONE) G(X) 
ist. 

Die Größen G(X) sind die hyperkomplexen Gaußschen Summen. 

Beweis. Es mögen op, und p, je ein Restsystem von N, 3% ' mod N; durchlaufen, 
wobei immer po, = op, (mod N; ) sei. Dann ist erstens X(FN,50,) = X(FNys0,), denn 
FN50, und FNs0, sind mod % linksäquivalent. Da » in N; liegen sollte, ist # in 


gi, — Di Ns gelegen, also ist zweitens #(p, — 0,) in DJ, gelegen; S(F(p, — P,)) ist 
also ganz und S(»o,) = S(vo,) (mod 1). Und man erhält für beide Restsysteme den 
gleichen Wert für G(P, Ns,X). 

Nun sei N,, ein beliebiges zu 7% primes Ideal. Man kann dann > gleichzeitig ein Rest- 
system von NZ N, 3 mod RN, und von W, 3% mod N; durchlaufen lassen 
und erhält 

GP, Rp Nez, X) = X N2N230) EC) = AN) CP, N2, X), 


(22) CO, NN, X) =KNZ ICH, Ra, X). 
Ebenso gilt für ein zu % teilerfremdes N,, 
(23) EC, Rz RX) =KNA) CH, Ras X). 


Für eine beliebige Zahl & ist weiterhin 
GER, Rız,X) = EX(FRER- ag) erste, 
e 


(24) G(9%, Nis,X) = C(9, Naa1,X), 
und unter Benutzung von S(xro) = S(oxP) verifiziert man ebenso 
(25) G(&9, Rio,X) = Cr, a1 Ne, X). 
Ist Sax! zu % teilerfremd, so folgt aus (24) und (22) 
(26) CR, Ri2,X) =Xlad,) CO, Ns, X); 
und ist x-1%, zu % teilerfremd, so folgt aus (25) und (23) 
(27) Gar, Na, X) = X da) CP, Na, X)- 
Es ist für jedes x (vgl. (19)) 
vn = Pr Naaı)*; 


wie man also das Ideal #N% auch in zwei Faktoren ? und N#, teilt, man erhält wegen (24) 
für G(9, Na, X) immer den gleichen Wert, mit anderen Worten, G(#, N,,,X) ist eine 
Funktion von »N%# und X allein. 


Ist dieses Ideal zu % teilerfremd, so kann man es in zwei zu 375 teilerfremde Fakto- 
ren v und 7; aufspalten, dann ist nach (22) und (27) 


GP, Nie, x) = XNE) Gl, Du; X) 
und nach (23) und (26) 
5, RX) = KNKF) Gl, Das, X) = XUNK) Cl, Dar, X)- 
Die Zahl 
Gl, Dd,1,X) = Gl, Das, X) = C(X) 


ist nur noch von A und X abhängig, und in diesem Falle ist der Hilfssatz 11 richtig. 
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Ist jedoch #N#, zu X nicht teilerfremd, so ist X(#N%) = 0, weil X ein eigentlicher 
Charakter sein sollte; nun hat manG (9, N,,X) = 0 zu beweisen. Es sollte vin N;;' liegen, 
also Fin NY, , und FR], in S,. Es sei %;, der größte gemeinsame Teiler von FR}, und 
Syı; er hat |}, als Rechtsordnung und ist voraussetzungsgemäß von $, verschieden. # liegt 
dann in FR 

In \}ı gibt es jetzt eine Zahl &, mit der Eigenschaft 

(28) %=0 (mod 3%) % #0 (mod J,F). 


Da X als ein eigentlicher Charakter mod 7% nach keinem echten Teiler von % erklärbar 
ist, gibt es der zweiten Kongruenz (28) zufolge eine weitere Zahl a, in %, so, daß 1 + x, 
zu 5 prim und X(1 + &,%,) #1 ist. Nun ist 


CI, RX) = ZX(TN zoll + ar, ))eFeteRD, 
e 


denn mit o durchläuft o(1 + &,x,) ein Restsystem von N, % mod N. Folglich ist 
(29) G(», DLAPR X) = X(1 2 %o9%,) SK(FNzo)eErSFe ta), 
e 


Weil sin 3%, liegt, ist die Zahl #0x,x, wegen der ersten Kongruenz (28) für jedes » 
aus N, % im Komplement D;; der Linksordnung %, von %;, enthalten, sie hat also 
eine ganze Spur. Dann ist S(vo(1 + &,a,) = S(vo) (mod 1), und wegen (29) 

CI, RX) =X1 + 8) CP, RX); 
das aber geht bei X(1 + x,x,) #1 nur, wenn G(?, N,.,X) verschwindet. Damit ist 
der Hilfssatz 11 völlig bewiesen. 


$ 16. Eine Thetaformel. 


Es bedeute A die Diskriminante von W bezüglich des rationalen Zahlkörpers X. 
Ich setze 
1 


i AR)" (Anä |" „1 
(30) = Ä I, *= : 





und definiere unter Benutzung der Bezeichnungen (15) die Thetafunktionen 


DE, a gi X) — INnRe|? EX(FN,r) ru 
(31) . 
Dr, oe X) = |NnR#, |? EXERE)ETTED 


wobei in der ersten Gleichung über alle Zahlen v aus N % " und in der zweiten über 
alle # aus WR, = N); zu summieren ist. Es ist 
HE Ne 83%) = | Nu]? EX) ET, 


summiert über alle Zahlen » aus N; und ein Restsystem o von N, 5 mod N. 
Haben » und o die Gestalt (14) und (17), so steht rechts im Exponenten des allgemeinen 
Summengliedes die definite quadratische Form f(&(» + o)) in den Veränderlichen n; + r,. 
Nach der allgemeinen Thetatransformationsformel 1%), nach Hilfssatz 10 und nach (18) 





*) Vgl.etwaE. Landau, Einführung in die elementare und analytische. Theorie der algebraischen Zahlen und der 
Ideale, Leipzig 1927, S. 62. 
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folgt jetzt 


INn 2 OmiSiz RE 
DE, N, s ui u A "Ra! m. KENı2E) e-»iS00) ge jo: uB 
INn(&) |" ce? ®’ 
wobei jetzt # alle Zahlen von N}; durchläuft. Wegen (30) und 
INnRI |" = | NnR . Nndg|" = | NnRZ "A 


einerseits und Hilfssatz 11 andererseits ist dies gleich 


(32) urn I, 


wobei zur Abkürzung 


(33) W(X) = B.... — 
\Nni$ |? 
gesetzt wurde. 
Völlig analog beweist man 
WR) 


(34) DENE 5 5X KEINER); 


a Nn(&)\" 
dann folgt durch Vergleich von (33) und (34) 
WX)W(X)=1. 


Da aber W(X) und W(X) ihrer Definition gemäß konjugiert komplex sind, hat deshalb 
W(X) den Absolutbetrag 1. 


8 17. Die zweite Funktionalgleichung für L(s,X). 
Im folgenden werde X vom Hauptcharakter verschieden angenommen. Es bedeute 
ft eine feste Klasse von Linksidealen für %, und N,,7% ein ganzes oder gebrochenes Ideal 


aus dieser Klasse. * sei ferner die Klasse, der das Ideal N, angehört. Dann ist 
L(s,%, 8) = |NnN: 5 |" Er her) INn(») 7, 


(35) *—1 ns —n8 
L(s, X, &*) = |AnWi | Ex NH) |Nn(5)| 


wobei über ein System von Zahlen » aus N; % " zu summieren ist, die sich zu je zweien 
nicht um einen linksseitigen Faktor aus der Einheitengruppe 6, von \\, unterscheiden, 
und über ein System von Zahlen 5 aus N}; ', die sich zu je zweien nicht um einen rechts- 
seitigen Faktor aus €, unterscheiden; dies soll durch die Schreibweise 6, |» und #6, 
unter dem Summenzeichen angedeutet sein ®). 

Nun bedeute n, den Grad von Ä über Ä',, es ist also 

(36) m — non? 
der lineare Rang von V über Ä,. Es gebe r, + r, reelle und 2r, imaginäre zu Ä konjugierte 
Körper, W/K sei an r, (reellen) unendlichen Primstellen verzweigt; r, ist höchstens dann 
von Null verschieden, wenn n gerade ist. Dann setze ich 





8 __Nom* n? n—l 
(37) ©(s) = |AlNnR) En 2 at /I ri y "(ns — i)" i7 "(ns — 2i)”. 
(38) E = 2 vy; 6 = & ‚»; T; 





20) Die Summation braucht nicht auf Nichtnullteiler » beschränkt zu werden; denn ist » Nullteiler, so ist 
X(F5R,r) = 0, und diese Summenglieder fallen von selbst fort. 
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sei eine variable Größe in W, dann ist bekanntlich 


Non? 
—— u 8 


(39) |NnRel? f “ fer |Nn(&) "da, ---dm=Ce ? |AMNnF)"| ® ©(s) 2) 


mit einer festen Konstanten C. Hierin ersetze man £ durch &v; Zx? geht dann nach (13), 


(14), (15) in /(&v) über. Darauf multipliziere man mit X(FN,5r) und summiere über ein 
gleiches System von Zahlen » wie in (35), dann erhält man nach (35) 2?) 


(49) ESTE SINN? KR er) "Inne" day «+ - dam 
_. ec (AnR8)" ı" 
| Pa A Nn$)" 


)X durch X, x; durch ä;, e durch c*, N,,% durch R%,, & durch 5£ 
35) 


L(s,X, 8) ©(s). 





Analog, wenn man in (39 
ersetzt, ebenfalls nach ( 


M1) ES: SINE? KR) "9 Nm)” dry + - dm 
Ar * ,2n 1? v. 
C BE mi - L(s,X, 8*) ©(s). 
ce” ANn%) 
Auf Grund des Wertes (30) für ce und c* (unter Beachtung von |NnR5 |" =! An "A 
(vgl. $ 16)) und des Wertes (36) von m wird (40) und (41) bezüglich zu 


CL(s,X, 8) ©&(s), CL(s,X, &*) ©(s). 
Nun wird in der bekannten Weise Summation und Integration vertauscht, und die Sum- 
mationsbeschränkung wird in eine Integrationsbeschränkung umgewandelt. Nach (31) 


erhält man so 
CLS,%, 8) Os) = Sy: SHE Re ER) INn) "day. - day, 


CL5,%,8) Os) = S.; SHE RX) INNE) ar, dan, 

dabei wird jetzt über einen Fundamentalbereich der Einheitengruppe 6, von {%, Inte- 
griert, d.h. über einen Bereich von Zahlen £, die sich zu je zweien nicht um einen rechts- 
seitigen bzw. einen linksseitigen Faktor aus E, unterscheiden. 

Die Integrationsbereiche dieser Integrale teilt man jetzt in je zwei Teile, den ersten 
in F, mit |Nn(£)| <A und F, mit |Nn(£)| > 1, den zweiten in F, mit |Nn(£)| <1 
und F5 mit |Nn(£)| > 1. Die Integrale über F, und Fj werden dann weiter umgeformt: 
Man setzt in sie die Gleichung (32) ein und nimmt die Variablentransformation 


&>&7' vor. Dabei gehen F, in F/ und F/ in F, über, und man erhält 2) 
CL(5,%, 8) ©) = [;: SWOVEE, Nir,X) In)" day «da 
+ [SP Re FT, X) INn(E)| da, -da,, 
x. nr 1 1a—1 —n8 
CL6,%, 8°) 06) = | 3: | yyoe; 96 RES" X) INmdE) I" day. -de, 
+: SE RER) Nm)" "da, ---de,; 


die vier Integrale konvergieren für alle s, und man hat die Funktionalgleichung 
L(s,X, 8) &(s) = W(X)L — s,X, 8*) ® 1 —s). 





— 





(42) 


21) H, S.25—32 (dort nur fürr,=r,=0). D, 5.130 (die Formel enthält einen Druckfehler!). 
22) Vgl. H, S.19. 
23) Vgl. dazu H, 8. 22, 
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Läßt man $t alle Linksklassen für %, durchlaufen, so durchläuft t* alle Rechtsklasse nn, 
durch Summation erhält man dann nach (8) die gesuchte zweite Funktionalgleichung 


(43) L(s,X) ©&(s) = WX)LU — s,X) ©(l—s). 


$ 18. Vergleich der Funktionalgleichungen *). 
ö und f seien wieder die Führer von X und y, r, bedeute die Anzahl der in f auf 
gehenden unendlichen Primstellen und d die Diskriminante von X bezüglich X. Setzt man 


RE TEE EN ohdie ' r( 7 ) 
(44) o(s) = |dNflEr ®"2 r(5) ls)" — |, 
| r(5) 


so gilt bekanntlich 
v(1 —s) 


(45) Ks, 2) #(s) = wg) Il —s, zZ) 


für die L-Reihe /(s, 4) für X, wobei w(z) eine Konstante vom Betrage 1 ist. Es werde 


zur Abkürzung 
n—1 i 
IE 70) Ip 7") 

(46) =] Tin 
I A 2) 


geschrieben; dann ist nach (10), (43), (45), (37), (44) 


ds, 2) Ana)" 0(s) 














47 W(X) = w(z)" " 
em" 32 Tr Jr 
mit 
„ad aus —ns rar ns—ı\ „(n—ı +1—ns\ır 
((s) = = | 2), ee he I Ins—2ı) I r\ 2) r( 2 
mai (Fn—2i—ns)| |4_J mn Pus—it1 
u 3 ) >) 
Nun ist höchstens für ein gerades n die Zahl r, + 0, und alsdann 
ud er ) er + =. >23 . r(' + Bun sin 7" + 1 
2 2 2 2 - 
@s) // ren nn ee ne I (1. 
et Be 
2 2 2 2 2 


Ebenso ist auch r; + 0 höchstens für gerades n, und alsdann nach der Legendreschen 


Verdoppelungsformel für die Gammafunktion in der Gestalt 
er ') — Yan 2 "tr? Ins — 2: —1), 


ns — 21 ns — 
r(® 2 re 2 
r(® —n NESRZ 9 a az rn _ iin), 








Mn —21—ns) 





Dan n 
ae 
2 ” "(s-%) 7 in—i—1—ns) 
[1 ei) | ir P(ns—2i—1) | E72 "(ns —2i) 
2 
(Vgl. auch M. Zorn, Note zur analytischen 


.197— 201.) 


32 


24) Die Rechnungen hier verlaufen so wie in D, $. 131—132. 
hyperkomplexen Zahlentheorie, Abh. math. Sem. Hamburg Univ. 9 (1933), S 


Journal für Mathematik. Bd. 179. Heft 4. 
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(45) und (49) in (47) eingesetzt ergibt 


1 


ö(s, x) \ANnF)*! 2 
51— 5,2)" 
Weiterhin ist für p/f stets y(p) = 0, also nach en 


u CR Te pe BZ np aux 
pIb ; —(n—i—ns) /1 . 


(50) W(X) = w(y)” (— 1): (nr) 


öl — 4) — 1 — z(p) | Np| # 1— x(p) )| Np| (ns —e,,i) 
pif 


Hier heben sich die Faktoren mit i = 0 links oben und rechts unten sowie rechts oben 
und links unten kreuzweise fort, und es bleibt 


lit“ MIT ulm 











ud Li=0 (p) Ip"; 1— z(p) | Np FR 
u n—1 ky—l 
=/d II: (p) Ye /I (— z( DIR 
p|d i=1 
pii 


= [Io np ed, 


p|d 
pif 
Somit geht (50) in 
(51) X) = u 
ar 
und 
(52) ANn$)" un. N" N | Np re, 
pif 
über. 


Aus (52) folgt der Satz 4 für die Führer % und f vonX und y, und nach $12 braucht 
man ıhn nur für Führer von Charkteren zu beweisen: Ist nämlich T die Relativdifferente 
von X bezüglich X, so ist bekanntlich 


ade Bar. n—k 
(53) ny = IIp v 
und 
A zn d"(Nn)”, 
also nach (52) 


(54) Na) = N. 
pt 
Danach $3 die in n% und in f aufgehenden FOND von Ä übereinstimmen, ist deshalb 
nTs5=f II Ip 
pi 


oder nach (53) 


2 n2 

(55) =) 
zu vermuten, wobei 2; den größten zu f primen Teiler von T bedeutet. Weil ein Ideal- 
system durch seine Norm bezüglich X eindeutig bestimmt wird, wäre (55) gerade die 
Behauptung des Satzes 4. Auf die Richtigkeit von (55) kann man aber aus (54) nur 
dann schließen, wenn in f und n% nur Primideale mit verschiedener Absolutnorm auf- 








nee 
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gehen. Nun ist indessen die Beziehung (55) zwischen f, 9 und T mit den Gleichungen 


(56) a-2_— (ii) 


für alle in f aufgehenden Primideale p von X äquivalent (wobei hier natürlich $” und j” 
als Idealsysteme von X und nicht von X aufzufassen sind). Und diese Gleichungen 


lassen sich auch bestätigen: Sind % und f zwei einander zugeordnete Führer in V und X, 
so treten auch ihre p-Komponenten als Führer auf, die zueinander gehören — man braucht 


dies nur für f’ zu wissen und kann dann das gleiche für %" aus Satz 3 schließen. — Die 

Gleichung (54) für %° und f” angesetzt, ergibt (56) für alle p, und alsdann folgt (55). 
Unter Benutzung von (55) kann man (51) auch in der Form 

(57) WR) = wg)" (— 1): x) 


I, 


schreiben, wenn a die Anzahl der gleichen oder verschiedenen in 7 aufgehenden Prim- 


teiler bedeutet. 


Eingegangen 2. Mai 1938. 











Wissenschaftliche Wettbewerbe 
der Gesellschaft für Zeitmeßkunde und Uhrentechnik E. V. 


Die Gesellschaft für Zeitmeßkunde und Uhrentechnik E. V. schreibt jährlich sich 
wiederholende Wettbewerbe für wissenschaftliche Arbeiten aus. Zugelassen sind wissen- 
schaftliche Arbeiten von Wert aus den Gebieten der Zeitmeßkunde und Uhrentechnik. 


Die Teilnahme ist offen für jedermann. 
Für Preise steht bis auf weiteres alljährlich ein Betrag von 2000 RM zur Ver- 


fürung. Wettbewerbsarbeiten müssen jeweils bis zum 1. April des Jahres bei der Ge- 
sellschaft für Zeitmeßkunde und Uhrentechnik E.V., Berlin SW 68, Neuenburger Str. 8, 
in einer für den Druck geeigneten Form eingereicht sein, um in dem betreffenden Jahre 
zur Wertung zu gelangen. Später einlaufende Arbeiten können in der Regel erst beim 


nächstjährigen Wettbewerb gewertet werden. 
Im übrigen wird auf die vorjährige Ankündigung in diesem ‚Journal (Bd. 178, 


5. 192) verwiesen. 





Eingegangen 22, Oktober 1938. 
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